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Zadanie Sledzenia Sciezki
dla pojazdu niedosterowanego

1 Wstep

Uktadem niedosterowanym nazywamy uklad o wigkszej liczbie stopni swobody niz
zadanych sygnaléw sterujacych. Modele takich ukladéw stosowane sa czgsto dla
statkow, rakiet, samolotow, poduszkowcdw, jak réwniez w mechanice sportu [1, 4, 7].
Rozwazajac proces sterowania obiektem niedosterowanym, niezbgdne jest okreslenie
jego sterowalno$ci wymagajace specyficznego aparatu matematycznego [2, 4].
W niniejszej pracy przedstawiono najprostszy model obiektu niedosterowanego
inspirowany pojazdem z kotami trolejowymi uzywanym w nauce bezpiecznej jazdy.
Zaproponowano zastosowanie algorytmu obliczanego momentu [8] z modyfikacjami
wymuszonymi przez wystepujaca sile sprzegajaca. Do sterowania ukladéw
niedosterowanych uzywa si¢ réwniez pasywnej metody pdl predkosci [6] oraz metody
backstepping [7].

2 Badany model

Rozwazmy cialo sztywne w ruchu ptaskim (rys. 1), o masie m i momencie
bezwladnosci woko6t $rodka masy réwnym I.. PotoZenie $rodka masy okreslaja
wspétrzedne x i y w globalnym uktadzie wspétrzgdnych O,,. Przez ¢ oznaczono kat
obrotu ciata przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara wzgledem osi X. Na bryle dziata
sita reprezentowana przez wektor przylozony w punkcie odlegtlym od $rodka masy
w odlegtos¢ a (na osi symetrii podtuznej bryty). Kat S okresla kierunek dziatania sity F
wzgledem osi symetrii bryty. Zalozono jednocze$nie, ze na bryle dziatajg sity oporu
ruchu proporcjonalne liniowo do predko$ci. Réwnania ruchu ciala sa nastepujace

mi(t) + cx(t) = |[F(t)|cos (9(t) + B(1)) ; (1)
my(t) + cy(t) = |F(®)|sin (p(t) + B®)) 2
I (t) + c,¢(t) = a|F(t)|sinB(t) 3)

a warunki poczatkowe

x(0) = x0,X(0) = vx0,¥(0) = ¥,,y(0) = VyO:(P(O) = 00, 9(0) = wy.

Zauwazy¢ mozna, iz sita dzialajaca na ciato powoduje sprz¢zenie ruchu postgpowego
i obrotowego. Wprowadzmy wektor stanu uktadu:

q= [x(t)' }’(t): (p(t)' %1 (t)! U, (t)! w(t)] > (4)

gdzie v, i v, sg predkosciami ciala w lokalnym uktadzie wspdtrzednych, a @ jest
predkodcig katowa. Zapiszmy réwnania ruchu (1-3) w postaci macierzowej uktadu
réwnan rézniczkowych rzgdu pierwszego:

193



Sebastian KORCZAK

q(@®) = f(q) + g1 () + g.u (@) , Q)

gdzie wektor f postaci
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nazywany jest funkcja dryfu.
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Rys. 1. Model uktadu niedosterowanego - bryta sterowana sitq niecentralng
Globalny uktad wspotrzednych potozenia i lokalne wspotrzedne predkosci
Fig. 1. Object in the global coordinate system and its velocities in the local
coordinate system
Wektory sterujace u; i u, sa sktadowymi:
uy (8) = F(t) cos B(t) , (7)
u,(t) = F(t) sin B(t), )
tymczasem g;i g, wektorami statymi:
9. =1[0,0,02,0,0]. ©
_[00001(1] (10)
g2 =1V, L4, 'm'IC .

Wektor u; wplywa jedynie na ruch ciata wzdtuz osi symetrii (predkos¢ v,), a wektor u,
wywoluje zmian¢ predkosci bocznej v, i obrotowej @.
3 Sterowalnos¢

Przed zaproponowaniem algorytmu sterowania niezbedne jest okreélenie sterowalnosci
obiektu [3]. W praktyce, dla przedstawionego uktadu, sprowadza si¢ to do zbudowania
macierzy ztozonej z wektor6w zawartych w réwnaniu ruchu (5) oraz kombinacji tych
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wektoréw bedacych niezerowymi nawiasami Liego [5]:

¢ = [f191121Lf g:111f. 921191 [ 9211 - (11

Uktad nazywamy sterowalnym lokalnie w krétkim czasie (STLC), gdy posiada
niezerowq funkcje dryfu i jednocze$nie rzad macierzy C réwny jest liczbie zmiennych
stanu ukladu. Warunki te spelnia zaprezentowany uklad (rank(C)=dim(gq)=6
dla w#am/Ic*v,).

Nawias Liego dwdch wektorow f(x) oraz g(x) generuje trzeci wektor:

ag = of
_99. 9 12
0] =52 f ~5-9. (12)
gdzie:
a -
0x; 0x, 0x,
a a a d
x |01 Ox; dx, |- (13)
[0x, 0x, = dx,l
4 Zadanie $ledzenia Sciezki

Udowodniona lokalna sterowalno$¢ ukladu pozwala wyznaczy¢ zadanie $ledzenia
Sciezki przez obiekt sterowany. Opiszmy dynamike ukladu w postaci macierzowej
rézniczkowych réwnan ruchu drugiego rzgdu

MZ+ N(2) = Q(t), (14)
gdzie
x(t) m 0 0 cx(t) Fcos(p(t) + B(1))
z=|y@®)|,M= [0 m Of,N=|cy®) [,Q() =]|Fsin(e(t) + B)(t)
@(0) 0 0 [ Cp®(8) aF sin B (t)

Zaproponujmy zastosowanie algorytmu obliczanego momentu (computed torque
technique) do sterowania obiektem przy jednoczesnym uzyciu sprzg¢zenia zwrotnego
z regulacja typu proporcjonalno-rézniczkujacego. Niezbedne do sterowania obiektem
sygnaly sterujace okresla zaleznos¢:

©(t) = Mzg + N(2) + K, (24 — 2) + K, (24 — 7)., (15)

gdzie z,(f) oznacza pozadang trajektori¢ ruchu. Rysunek 2 przedstawia schematycznie
funkcjonowanie algorytmu w uktadzie.
Poréwnanie zaleznosci (14) i (15) z uzyciem zmiennej btedu sterowania e(£)=z,(t)-z(t)
prowadzi do réwnania dynamiki biedu:

MEé(t) + K,é(t) + K,e(t) =0, (16)
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ktéore dowodzi zbieznosci blgdéw do zera dla dodatnio okreslonych macierzy
parametrow uktadu M, K, i K,,.

Zaproponujmy zadanie §ledzenia trajektorii kotowej z zachowaniem stycznodci osi
symetrii ciata do trajektorii

R cos 0t
R sin 0t

Zd(t) = T
ot +E

, a7

gdzie R jest promieniem trajektorii a € oznacza predkos¢ katowa.

P {4
CRL AT PN -
) 4

\/

g

Rys. 2. Schemat blokowy uktadu sterowania obiektem niedosterowanym
Fig. 2. A block diagram of an underactuated system control process.
W sytuacji tej problemem okazuje si¢ dostosowanie obliczonych sit sterujacych (15)
do realnych mozliwosci uktadu opisanych przez wektor Q(f) réwnania ruchu (14).

Pominigcie sterowania katem obrotu pozwala rozwigza¢ powyzszy problem,
co prowadzi do zalezno$ci uzupetniajacych algorytm:

F = ’T§+T§, (18)

B = arctan (Ty/-[x) -. (19)

5 Symulacja numeryczna

Przesledzmy zachowanie ukladu podczas przedstawionego procesu sterowania
dla przyktadowych parametréow (tab. 1). Zgodnie z oczekiwaniami uktad $ledzi zadang
trajektorie z blgdem potozenia zbieznym do zera w czasie, przy jednoczesnym
ustabilizowaniu si¢ bledu kata obrotu (rys. 3).
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Tab. 1. Parametry uktadu podczas symulacji numerycznej
Tab. 1. System and control parameters for numerical simulation

oznaczenie warto$¢
Parametry uktadu m 2kg
Ic 0,1 kgm®
a 0,4m
Ns
c 0,6 —
m
Cy 0,INsm
Warunki poczatkowe x(0),v(0), 9(0) 1m, Om,g
. . , m m 1
X(O),y(o),(p(o) 0_;0_:0_
s’ s’ s
Parametry regulatora ; N
yreg K, diag (5,2 m)
K, diag (VI04°")
Parametry trajektorii R 2m
T
0 —
4

Pominigcie sterowania obrotem wymaga¢ moze analizy stateczno$ci ruchu, co jeszcze
lepiej widoczne jest podczas $ledzenia trajektorii 6semkowej opisanej przez:

_[0,5R cos 26t
za(t) = [ R sin 6t

Rysunek 4 prezentuje wyniki symulacji — zaobserwowa¢ mozemy okresowe, dos¢ silne
zmiany btedu kata obrotu.

(20)

W  zastosowaniach praktycznych sita sterujgca posiada ograniczenia warto$ci
maksymalnej i kata skierowania — przyktad zachowania takiego ukladu przedstawia
rysunek 5. Symulacja ukazuje, Ze ograniczenie sily maksymalnej prowadzi
do okresowych przebiegéw bledu potozenia, a ograniczenie kata dzialania sily
sterujacej skutkowa¢ moze quasi-okresowymi badz chaotycznymi zachowaniami
uktadu.
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Rys. 3. Przyktadowy wynik symulacji numerycznej: a) trajektoria zadana i osiggnieta
wraz z kilkoma pozycjami obiektu sterowanego, b) zmiana bledow potozenia
i obrotu obiektu w funkcji czasu

Fig. 3. Numerical simulation of circle tracking: a) achieved trajectory of the object
with exemplary orientations and force directions, b) evolution of position
and rotation
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Rys. 4. Przyktadowy wynik symulacji numerycznej sledzenia sciezki osemkowej: a)
trajektoria zadana i osiggnieta wraz z kilkoma pozycjami obiektu sterowanego;
b) zmiana btedow potozenia i obrotu obiektu w funkcji czasu

Fig. 4. Numerical simulation of eight-curve tracking: a) reference trajectory,
achieved trajectory and some exemplary orientations of the object;
b) evolution of position and rotation errors
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2) w3

== xerror[m]
v error Im]

error [radians]

position and retation errors

-2 -1 0 1 2 i 5 10 15 20 25 30 35 40

Rys. 5. Wynik symulacji numerycznej sledzenia trajektorii osemkowej 7 ograniczeniem
maksymalnej sity: a) trajektoria zadana i osiggnieta wraz z kilkoma pozycjami
obiektu sterowanego, b) zmiana bledow potozenia i obrotu obiektu w funkcji
czasu

Fig. 5. Numerical simulation of eight curve tracking with the maximum force
limitation: a) reference and achieved trajectory b) evolution of position
and rotation errors

6 Wizualizacja w programie Blender

Proces symulacji numerycznej rozwazanego zadania polgczono z jednoczesng
wizualizacja, stosujagc program Blender — darmowe otwarto-zrédlowe S$rodowisko
dla grafikéw 1 tworcéw gier, pozwalajace polaczy¢ zaawansowana grafike
tréjwymiarowa z dowolnie zaprogramowanymi procesami. Model uktadu wraz
z algorytmami sterowania i rozwigzywania zapisany w jezyku programowania Python
moze zosta¢ przeliczony, a wyniki przedstawione jako animacja. Atrakcyjna staje si¢
mozliwo$¢ jednoczesnej wizualizacji i przeliczania modelu, réwniez w rzeczywistej
skali czasu, z mozliwoscia ingerencji w uktad za pomoca sygnaléw klawiatury i myszy.
Rysunek 6 przedstawia tréjwymiarowy obiekt pojazdu z wizualizacji.

Pliki wideo z symulacjami i wizualizacjami obejrze¢ mozna pod adresem internetowym
http://myinventions.pl/underactuated.
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Rys. 6. Zrzut ekranu z symulacji w programie Blender
Fig. 6. Screenshot from simulation in Blender software

7

W artykule zaprezentowano prosty model uktadu niedosterowanego inspirowany
pojazdem z kotkami trolejowymi. Po udowodnieniu sterowalno$ci zaproponowano
zadanie §$ledzenia §ciezek: okreznej i 6semkowej. Do sterowania uzyto algorytmu
obliczanego momentu (ang. computed torque) wraz ze sprz¢zeniem zwrotnym typu
proporcjonalno-rézniczkujacego. Sila sterujaca powodujaca sprzezenie stopni swobody
ograniczyta mozliwo$¢ realizacji zadania — niezbedna byla rezygnacja ze sterowania
jednej zmiennej stanu ukladu. Pokazano, ze zachowanie uktadu moze przybiera¢ postac
zarowno okresowa, jak i quasi-okresowa lub chaotyczng w przypadku ograniczen

Podsumowanie

natozonych na sit¢ sterujaca.
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Streszczenie

Niniejszy artykul przedstawia problem sterowania ukladami niedosterowanymi
na przyktadzie prostego modelu bryly sztywnej pod dzialaniem sity przytozone;j
niecentralnie.  Zaprezentowano metod¢  okreslania  sterowalno$ci  ukladéw
niedosterowanych, a nastgpnie zaproponowano zadanie §ledzenia trajektorii kotowej i
6semkowej za pomoca algorytmu obliczanego momentu. Sita sterujaca powodujaca
sprzg¢zenie réwnan wymusza modyfikacje algorytmu sterowania. Proces obliczeniowy
uzupelniono o $rodowisko wizualizacji tréjwymiarowych.

Stowa Kkluczowe: uktady niedosterowane, S$ledzenie S$ciezki, metoda obliczanego
momentu

Tracking control of an underactuated vehicle

Summary

This paper shows a problem of control an underactuated dynamic system.
The exemplary model of a rigid body controlled by an eccentric force is presented.
Method for controlability check is shown, then the usage of a computed torque
algorithm for the tracking problem of circular and eight-curve trajectories is proposed.
The coupling force causes the need to modify the algorithm. The calculation process has
been extended by a virtual environment for three-dimensional visualizations.

Keywords: underactuated systems, tracking, computed torque
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