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Dokladnos¢ rozwigzania w konwencjonalnej
oraz szybkiej wielobiegunowej
metodzie elementéow brzegowych

1 Wprowadzenie

Metoda elementéw brzegowych (MEB), obok metod siatkowych: réznic i elementéw
skonczonych, jest jedng z efektywnych metod numerycznych rozwigzywania zagadnien
inzynierskich oraz nalezy do najbardziej znanych metod rozwigzania catkowego
réwnania brzegowego w zagadnieniach inZzynierskich. Obliczenia numeryczne
wykonane przy uzyciu Metody Elementéw Brzegowych pozwalaja na zmniejszenie
wymiaru uktadu réwnan, opisujacych analizowane zagadnienie o jeden rzad wielkosci,
w stosunku do metod siatkowych. Jest to niewatpliwie zaleta metody. Jednak mimo tej
powszechnie znanej zalety metody elementéw brzegowych nie doczekata ona si¢ dotad
powszechnie tylu zastosowan komercyjnych jak metody siatkowe.

Do wad MEB mozemy zaliczy¢ konieczno$¢ znajomosci tzw. rozwigzania
podstawowego (ang.: fundamental solution) oraz pelne i niesymetryczne macierze
wspélczynnikéw uktadu réwnan algebraicznych. Obliczenie elementéw macierzy
wymaga wykonania NxN operacji, gdzie N jest to liczba stopni swobody ukladu
réwnan. Dla duzych ukladéow MEB moze by¢ nieefektywna. W celu uniknigcia
wymienionej wady w wyniku rozwoju konwencjonalnej metody elementéw
brzegowych pojawily metody minimalizujace ztozono$¢ obliczeniowa. Jedna
z najbardziej popularnych metod jest szybka wielobiegunowa metoda (ang.: fast
multiple method FMM).

Celem opracowania jest proba poréwnania i przedstawienia dokladnosci rozwigzania
numerycznego dla konwencjonalnej MEB oraz szybkiej wielobiegunowej metody
elementéw brzegowych, przy réznym stopniu dyskretyzacji obszaru (konwencjonalna
MEB i FMM).

2 Brzegowe réwnania catkowe opisujace ustalone przewodzenie
ciepta w przestrzeni dwuwymiarowej

Przy zalozeniu, ze w plaskim obszarze (A) ograniczonym zamknig¢ta krzywa (L)

na czesci powierzchni sg zadane warto$ci temperatury opisane warunkiem brzegowym

(1a), natomiast na cze$ci powierzchni sg zadane warto$ci strumienia ciepta opisane

warunkiem brzegowym (1b), calkowe réwnanie opisujace ustalone pole temperatury
na brzegu obszaru ma postac (2):

T(V)|VEP=TL(P) P me@).(Me), (1a)
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gdzie jadra catkowe (rozwigzania podstawowe) maja postac:
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Lt
qrL(p) = I qr (@K (p.q)dLy 3¢)
Lo
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2k | Ty

Wspétczynnik x(p) jest zalezny od krzywizny krzywej (L) i dla gtadkiego fragmentu
brzegu jest réwny x(p) = 1/2.

Gdy brak jest wewngtrznych zrédet ciepla, réwnanie catkowe (2) mozna zapisaé
W postaci macierzowej:

HU=GT, “)

gdzie macierze H i G zaleza od rozwiazania podstawowego i funkcji brzegowych,
natomiast wektory macierzy U i T sa to wartosci strumieni cieplnych i temperatury.
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Po wyznaczeniu niewiadomych warto$ci T(p) i q(p) odpowiednio na czgsciach linii
brzegowej po rozwigzaniu réwnania catkowego (2) temperatur¢ T(u) w dowolnym
punkcie (u) obszaru ptaskiego (A) mozna wyznaczy¢ ze zwigzku (5):

T(u) = IT(Q)KQ (u,q)dLg + IQ(Q)KT (u,q)dLy +

L L (5)
+J] Qu (VK7 (u, v)dA,
A

3 Szybka wielobiegunowa metoda elementéw brzegowych

3.1 Charakterystyka wielobiegunowej metody elementéw brzegowych

Pomimo tatwosci w generowaniu siatki w MEB, na komputerach klasy PC przez wiele
lat w zagadnieniach o skomplikowanych ksztaltach metoda byta ograniczona do kilku
tysiecy elementéw. Wynikato to z generowania przez metod¢ pelnej i niesymetryczne;j
macierzy oraz ilo$ci operacji niezbednych do rozwigzania uktadu réwnan.

Na rysunku la przedstawiono poréwnanie szybkiej wielobiegunowej metody
elementéw brzegowych z konwencjonalng MEB.

(a) (b)
Rys. 1. Porownanie konwencjonalnej MEB (a) z szybkq wielobiegunowg MEB (b)
Fig.1. A graphical illustration of the conventional BEM (a) and the fast multiple
BEM (b)

Na rysunku 1b przedstawiono podstawowa zasad¢ redukcji iloSci operacji
numerycznych w szybkiej wielobiegunowej metodzie elementéw brzegowych. Jadro
catkowe (rozwigzanie podstawowe) moze by¢ zapisane w formie (6):

K(p.q) =ZK? (P9 )K{ (a.qc) ° (6)

gdzie p jest punktem ustalonym numerycznego catkowania, natomiast punkt q. jest
punktem biezacym. Jadro catkowe (6) moze zosta¢ wyznaczone kilkoma sposobami.
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Jedna z metod jest rozwiniecie funkcji (6) w szereg Taylora. Korzystajac z zalezno$ci
(5) funkcje podcatkowa tacznie z jadrem catkowym mozna przedstawi¢ w postaci (7):

ILT(q)Kmq) dL(q) =ZKF (p.qc )ILK? (9.9.) T(q) dL(q)" %)

W konwencjonalnej metodzie MEB zmiana polozenia punktu zrédlowego p wymaga
ponownego wyznaczenia calki. W szybkiej wielobiegunowej metodzie elementéw
brzegowych punkt Zrédlowy p jest polozony poza linig brzegowa L. Wartos¢ calki
po prawej stronie wyrazenia (7), jest wyznaczana jeden raz, jako niezalezna
od potozenia punktu zrédtowego p.

Rys.2. Punkt Zrodtowy i polowy w szybkiej wielobiegunowej MEB
Fig.2. Source point and pole point in the fast multiple BEM
Wprowadzajac ponizsza notacje, punkt zrédlowy p zostaje zastgpiony:

p = Zg =X] +ixp (8)
oraz

g = z=ytiy . ©)
gdzie i=y/-1. Na podstawie [5], uzywajac liczb zespolonych rozwigzanie podstawowe
mozna zapisa¢ jako:

K(p.q) =Re{G(z0.2)}

1 (10)
G(zg.2)= —2—Tclog|(zo —Z)|
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3.2 Dyskretyzacja obszaru
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Rys.3. Potozenie elementow w obszarze prostokgta w szybkiej wielobiegunowej MEB
Fig.3. Location of elements in the area of the rectangle in the fast multiple BEM

Caly analizowany obszar brzegowy wpisuje si¢ w prostokat. Prostokat dzielony jest
na cztery mniejsze prostokaty. Kazdy z powstatych w ten sposéb prostokatéw dzielony
jest ponownie na kolejne cztery mniejsze prostokaty do momentu, gdy najmniejszy
z prostokatéw zawiera liczbe elementéw brzegowych nie wigksza od ustalonej liczby.
Powstata struktura nazywana jest drzewem. Kazdy krok, w ktérym nastepuje podziat
prostokata na mniejsze prostokaty, nazywany jest weztem drzewa. Prostokaty, ktére sa
najmniejsze na danym poziomie, nazywane sa lis¢mi (ang.: leaf). Kazdemu weztowi
drzewa przyporzadkowany jest zbidr wspéiczynnikéw rozwinigcia.

3.3 Transformacja M2M
Calk¢ wystepujaca w réwnaniu (7) mozna zapisa¢ w postaci:

[ G- 0 (o2 i ()
L k=0 (11)

Mk(zc)=ILIk(ZO—ZC)T(Z)dL(z); k=0,12...

Moment My jest momentem wzgledem punktu zc.

Wyznaczane sa momenty na wszystkich komdrkach, na wszystkich wezlach drzewa
od poziomu i = 2. Dla prostokatéw ,lisci” z zalezno$ci (11), gdzie punkt zc jest
centrum prostokata (komorki). Dla komérek lezacych wyzej w strukturze drzewa
uzywana jest transformacja M2M — ,,wielobiegunowy-wielobiegunowy” (ang.: moment
to moment) z zaleznosci:

k
My (z ')Zzlk—1(lc—lc') M (z.) - (12)
1=0

23



Piotr RYNKOWSKI

3.4 Transformacja M2L i L2L

Po transformacji wspétczynnikéw wielobiegunowych komoérek lezacych w obszarze
odleglym wyznaczane sa wspétczynniki rozwinigcia lokalnego, od wezta drugiego w
kierunku komorek-,.lisci”. Jest to transformacja M2L (ang.: moment to local) wyrazona
W postaci:

LI(ZL):(—1)1201+1<(ZL—Zc)Mk(Zc) : (13)
k=0

Kolejne etapy to wyznaczenie wspotczynnikéw lokalnych, pochodzacych od punktéw
catkowania lezacych w obszarach odlegtych, z zaleznosci:

p
Lifz)=(=)' D ot (=20 ) Ly (1) (14
m=1

Jest to transformacja L2L (ang.: local to local) — ,,lokalny-lokalny”.

3.5 Wyznaczanie catek

Po uwzglednieniu podzialu obszaréw na bliskie i dalekie réwnanie (4) w postaci
macierzowej mozna zapisac jako:

H"U+(HU)=G"T+(GT)™*" (15)

Powstate macierze sa rzadkie. W zaleznosci od geometrii moga mie¢ strukture
pasmowa lub blokowa. Ponizej, przedstawiono przykladowa macierz w metodzie
szybkiej wielobiegunowej MEB (15a) oraz klasycznej MEB (15b).

ALO O .0
0 Ay 0 .. 0
0
0 . An
A A Az o Al
Ay Ay Axz .. Apn
M= A31 A32 A33 A3N ' (15b)
ANt ANN
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4 Dokladno$¢ rozwigzania — przyklady obliczeniowe

W celu poréwnania dokladno$ci rozwigzania szybkiej wielobiegunowej MEB oraz
konwencjonalnej MEB wyznaczono wartosci temperatur w punktach wewnetrznych
analizowanego obszaru (kwadrat o boku 1x1m), przy réznym stopniu podziatu linii
brzegowej, dla zatozonych warunkéw brzegowych. Poréwnano doktadno$¢ rozwiazania
dla punktéw znajdujacych si¢ blisko brzegu obszaru. Dodatkowo poréwnano czas
obliczen obu metod.

Warunek brzegowy dla obszaru: dolna i gérna krawedz — warunek brzegowy Neumanna
— strumien ciepta g=0 W/m; krawedz lewa — warunek brzegowy Dirichleta, T=100°C,
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Rys. 4. Pole temperatury wyznaczone metodq — Rys. 5. Pole temperatury wyznaczone szybka

klasyczng MEB — 16 paneli wielobiegunowa MEB — 16 paneli
Fig. 4. Temperature field calculated by the Fig. 5. Temperature field calculated by the
conventional MEB — 16 panels fast multipole BEM — 16 panels
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Rys. 6. Pole temperatury wyznaczone metodq — Rys. 7. Pole temperatury wyznaczone szybka

klasyczng MEB — 100 paneli wielobiegunowa MEB — 100 paneli
Fig. 6. Temperature field calculated by the Fig. 7. Temperature field calculated by the
conventional MEB — 100 panels fast multipole BEM — 100 panels

Analizujgc wykresy p6l temperatury (rys. 4-7), mozna zaobserwowaé zdecydowanie
wyzsza dokladno$¢ metody szybkiej wielobiegunowej MEB dla malej liczby paneli
na linii brzegowe;j (rys. 4-5).
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Wyk. 1. Wartosci temperatury w wybranych punktach dla 16 paneli na brzegu
dla klasycznej i szybkiej wielobiegunowej MEB

Graph 1. The temperature value at selected points for 16 boundary panels
for conventional and fast multipole BEM
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Wyk. 2. Blgd wzgledny rozwigzania w wybranych punktach dla 16 paneli na brzegu

dla klasycznej i szybkiej wielobiegunowej MEB

Graph 2. The relative error solutions at selected point for 16 boundary panels

for conventional and fast multipole BEM

Tab. 1. Wartosci rozwigzania zagadnienia przy réznym stopniu dyskretyzacji linii brzegowej
Tab. 1. The solution with different discretization of boundary line

16 panels 100 panels 1 000 panels 2 000 panels
Wsp. x BEM FMM BEM FMM BEM FMM BEM FMM
5,0x10"! 50,00 50,00 50,00 50,00 50,00 50,00 50,00 50,00
1,0x10" 90,03 90,03 90,00 90,00 90,00 90,00 90,00 90,00
1,0x107 98,98 98,98 99,00 99,00 99,00 99,00 99,00 99,00
1,0x10° 139,68 99,87 99,94 99,90 99,90 99,90 99,90 99,90
1,0x10™* 846,95 99,96 183,80 99,99 100,30 99,99 99,99 99,99
1,0x107 80082 99,97 13239 99,99 183,8 99,99 12624 99,99
1,0x10° 79628,0 99,97  12783,0 100,00 13239 100,00 6879,3  100,0
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Wartosci rozwigzania zagadnienia dla réznego stopnia dyskretyzacji linii brzegowej
przedstawiono w tabeli 1. Czas obliczen dla réznego stopnia dyskretyzacji
przedstawiono w tabeli 2.

Tab. 2. Czas obliczen obu metod przy roznym stopniu dyskretyzacji linii brzegowej

Tab. 2. Calculation time with different discretization of boundary line

Czas obliczen
Liczba paneli [s]
BEM FMM
1 16 0,0 0,00
2 100 0,1 0,02
3 1 000 34 0,13
4 2 000 36,2 0,33
5 4 000 330,1 1,08
5 Whnioski

W przyktadzie poréwnywano wyniki rozwigzania problemu dwuwymiarowego procesu
ustalonego przewodzenia ciepla. Dobrano kilka punktéw wewngtrznych w centrum
obszaru oraz kilka punktéw znajdujacych si¢ blisko brzegu.

Dla punktéw oddalonych od brzegu prostokata, np.: dla punktu centralnego, obie
metody wykazuja bardzo wysoka doktadno$¢, nawet przy stosunkowo malej liczbie
paneli na brzegu obszaru (16 elementéw). W obu przypadkach warto$¢ obliczona
wynosi 50,00°C. Przy zblizaniu si¢ punktéw wewngtrznych do brzegu obszaru,
zdecydowanie wyzsza dokladno$¢ posiada szybka wielobiegunowa metoda elementéw
brzegowych (ang.: Fast Multipole Boundary Element Method), co widoczne jest na
wykresie 1. W metodzie tej dla kazdego punktu wewngtrznego obszaru réwniez tych
znajdujacych sie¢ stosunkowo blisko brzegu, doktadnos$¢ jest bardzo wysoka. Btad
wzgledny nie przekracza 0,03%. Dla odlegloéci 0,000001 m od brzegu obszaru, przy
dtugosci boku prostokata 1 m, temperatura T wynosi 99,97°C (rozwigzanie analityczne
dla jednowymiarowego przeptywu ciepta to 99,99°C).

Wada klasycznej metody elementéw brzegowych jest niedoktadnos¢ numerycznego
rozwigzania przy brzegu, wynikajaca z osobliwosci rozwigzania podstawowego, gdy
warto$¢ funkcji ro$nie do nieskonczonosci dla argumentu dgzacego do zera. Warto$ci
temperatur dla wybranych punktéw obszaru przedstawia tabela 1. Dla malej liczby
paneli (16 elementéw) dokladno$¢, jaka mozna uznaé za poprawna, dotyczy punktu
znajdujacego si¢ w odlegtosci 0,01 m od brzegu. Dalsze zblizanie si¢ do brzegu obszaru
daje wyniki obarczone bardzo duzym biedem. Podzial obszaru na 4 000 elementéw
poprawia dokladno$¢ obliczen dla punktu znajdujacego si¢ w odlegtosci 0,0001 m.
W tym przypadku jest to granica krytyczna. Dalsze zblizanie si¢ do brzegu powoduje
wysoki btad rozwigzania.

Poréwnujac czasy obliczen (tabela 2), szybka wielobiegunowa metoda elementéw
brzegowych jest zdecydowanie szybsza metod3. Czas obliczen dla 4 000 statych
elementéw brzegowych wynosi okoto 1 s, gdzie czas obliczen w klasycznej metodzie
MEB wynosi okoto 330 s. Oczywiscie podane czasy sa orientacyjne i moga rézni¢ si¢
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od zastosowanego algorytmu dla danej metody.

Szybka wielobiegunowa metoda elementéw brzegowych, w poréwnaniu do klasycznej
metody elementéw brzegowych, jest metoda efektywniejsza, pozwalajaca modelowac
wigksze uktady [5].
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Streszczenie

W pracy przedstawiono poréwnanie doktadnosci rozwigzania dwuwymiarowego pola temperatury
przy wykorzystaniu klasycznej metody elementéw brzegowych oraz szybkiej wielobiegunowe;j
metody elementéw brzegowych (ang.: Fast Multipole Method FMM). Poréwnano rozwigzanie
zagadnienia przy réznym stopniu dyskretyzacji linii brzegowej. Przedstawiono czas obliczen
dla obu metod.

Stowa kluczowe: metoda elementéw brzegowych, szybka wielobiegunowa metoda elementéw
brzegowych, doktadnos$¢ rozwigzania

The accuracy of solutions in conventional
and fast multipole boundary element method

Abstract

The purpose of this article is to attempt to compare the accuracy of numerical solution
for the conventional and fast multipole boundary element method, with different panels number
on boundary area. The paper presents a comparison of the accuracy of solutions for interior points
and especially the points located near the edge of the area. The calculation time were compared.

Keywords: conventional BEM, fast multipole method, accuracy of the solution
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