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Wyznaczenie nieustalonego przeplywu
laminarnego cieczy lepkiej w przewodach
prostoosiowych o dowolnym ksztalcie
przekroju poprzecznego
przy wykorzystaniu metody MEB

1 Wprowadzenie

W pracy przedstawiono rozwigzanie niestacjonarnego laminarnego przeptywu w
przewodach prostoosiowych metoda elementéw brzegowych (MEB).

Nieustalony przeptyw laminarny (c,=0, ¢,=0) w przewodzie prostoliniowym opisany
jest nastgpujacym réwnaniem rézniczkowym [1]:
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ﬂ(ax2+8y2j w P VT, M

gdzie: ¢, oznacza predko$¢ przeptywu, p jest to cisnienie, ¢ jest to czas, i jest
wspélczynnikiem  lepkosci  dynamicznej, v jest wspdlczynnikiem lepkos$ci
kinematycznej, natomiast p jest gestoscia ptynu.

W  klasycznych metodach obszarowych [2,3,4] stosuje si¢ skomplikowane
i pracochlonne siatki przestrzenne. Wyprowadzony w publikacji algorytm pozwala
zastapi¢ skomplikowang siatk¢ przestrzenna wewnatrz przewodu (rys. 1) brzegiem
przekroju poprzecznego przewodu. Przedstawiony ponizej algorytm MEB przeptywu
cieczy lepkiej w przewodach prostoliniowych zostat zaimplementowany w autorskim
programie obliczeniowym VISCOUS UNSTEADY FLOW DUCT w jezyku Fortran.

m

e

Rys. 1. Przyktadowa przestrzenna siatka kanatu prostokgtnego stosowana w symulacji
przeptywu w przewodach prostoosiowych w metodach obszarowych

Fig. 1. Structured mesh for rectangular channel using in mesh method
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Zagadnienie nieustalonego ruchu laminarnego cieczy lepkiej w najogdlniejszym
przypadku jest rozumiane jako zjawisko tzw. rozbiegu hydraulicznego, kiedy na ciecz
wypetniajacg przewdd pozostajacag w bezruchu dziala od pewnej chwili wymuszenie
hydrauliczne w postaci stalej réznicy ci$nienia wzdtuz osi przewodu lub w przypadku,
kiedy w pewnej chwili rozpoczyna si¢ ruch przewodu ze stala predkosciag w stosunku do
cieczy wypelniajacej przewod.

2 Brzegowe rownanie catkowe opisujace nieustalony laminarny
przeptyw cieczy lepkiej
Roéwnanie (1) rozwigzuje si¢ analogicznie do rownania Fouriera w teorii przewodnictwa

cieplnego. [5]. Zaktadajac warunek zerowej predkosci na brzegu L, gradient ci$nienia

w przekroju kanatu A oraz przedziat czasu [t’;t¥], rozwigzaniem rézniczkowanego
réwnania (1) jest nastgpujace réwnanie catkowe:
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gdzie: n, oraz n, sg to wersory normalnej do brzegu (L).

Wspétczynnik y(p) zwigzany jest z polozeniem rozpatrywanego punktu brzegowego,
w przypadku gladkiego fragmentu brzegu (p)=0.5, natomiast gdy (p)eA:

2p)=1.0.
Ay
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Rys. 2. Szkic do analizy zagadnienia brzegowego w przekroju przewodu prostoliniowego

Fig. 2. Sketch to consideration of boundary conditions in cross-section of duct

Po wyznaczeniu gestosci  g.(q.,t) na linii brzegowej (L), predkos¢ c.(p,t)
w dowolnym punkcie obszaru (A) wyznacza si¢ z zaleznosci:

h

Y

1'%
c. (p,t)=—j j c.(q,0)F(p.q,r°,0)dL,,dr —
1y (Ly)
1 t
—[ [ 2.@0N®.q.1*,0dL;,di +
to (L)
0 K 0 (3)
J.J.Cz (q’t )N(p’ V’t ’t )sz‘UIdAJr
A

%j Hi—i(v,t)N(p, v, 15, 0)d Adt
(A

(P).(MeA,(@elL

215



Tomasz Janusz TELESZEWSKI

3 Weryfikacja numerycznego modelu

W celu wykonania weryfikacji przedstawionego algorytmu poréwnano rozwigzania
numeryczne MEB dla przeptywu plynu o jednostkowym promieniu R i jednostkowe;j
lepkosci przez przewdd kolowy ze znanym rozwigzaniem teoretycznym [6], [7]:

) MSJU(/IW%J y e
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gdzie: cp,, jest to maksymalna predko$s¢ w przewodzie kotowym, Jy sa to funkcje
Bessela pierwszego rodzaju, natomiast 4, sa to miejsca zerowe funkcji Bessela.

Zgodno$¢ réwnania teoretycznego (4) z eksperymentem zostala potwierdzona
w [8].
Biad rozwigzania metody elementéw brzegowych wyznaczono z zaleznosci:

5CMEB — ICTEO / CraxTEO — CMEB / Cnax MEB |* 100% | (5)

Creo / Chnax TEO

gdzie: cypp jest to predkos¢ wyznaczona metoda elementéw brzegowych, natomiast
CTEO jest rozwigzaniem teoretycznym (4) [6, 7].

W tabeli 1 zestawiono btad metody MEB dla brzegu skladajacego si¢ z 50 i 250
liniowych elementéw po czasie t=0.40[s]. Wzrost dyskretyzacji brzegu powoduje
zmniejszenie btgdu metody elementéw brzegowych.

Graficzne rezultaty poréwnania wynikéw obliczen metody elementéw brzegowych
z rozwigzaniem teoretycznym (4) po czasie t=0.05; 0.1; 0.2; 0.3;, 0.75; 10.0 [s] zostaty
przedstawione na rysunku 3.
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Rys. 3. Porownanie rezultatow obliczen MEB 7 rozwigzaniem teoretycznym (4) [6, 7]
Fig. 3. Comparison of BEM results with theoretical solution (4) [6, 7]
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Tab. 1. Rozbieg hydrauliczny ptynu lepkiego w przewodzie okrggtym (t=0.40]s])
- blgd rozwigzania MEB

Tab. 1. Instantaneous velocity profiles for starting flow in a pipe witch circular cross
section (t=0.40[s]) - error analysis applied in BEM

Wspbtrz. Roz. Roz. Btad met. Roz. Biad met.
Lp.| weztéw | teoretyczne | num. MEB MEB num. MEB MEB
50el. 50 el. 250el. 250 el.
r CTEO/CMAX TEO |CMEB/CMAX MEB SCmes CMEB/CMAX MEB Scmes

[m] [ [-] [%] [ [%]
0,0E+00| 8,9037E-01 | 9,0948E-01 |2,1464E+00 | 8,9920E-01 | 9,9185E-01
1,0E-03 | 8,8195E-01 | 9,0076E-01 |2,1330E+00 | 8,9040E-01 | 9,5832E-01
2,0E-03 | 8,5662E-01 | 8,7452E-01 |2,0899E+00 | 8,6400E-01 | 8,6180E-01
3,0E-03| 8,1418E-01 | 8,3068E-01 |2,0271E+00 | 8,1996E-01 | 7,1038E-01
4,0E-03 | 7,5430E-01 | 7,6920E-01 [ 1,9755E+00 | 7,5812E-01 | 5,0655E-01
5,0E-03 | 6,7655E-01 | 6,8992E-01 | 1,9757E+00 | 6,7840E-01 | 2,7292E-01
6,0E-03 | 5,8042E-01 | 5,9264E-01 |2,1054E+00 | 5,8056E-01 | 2,4185E-02
7,0E-03 | 4,6531E-01 | 4,7716E-01 |2,5456E+00 | 4,6448E-01 | 1,7941E-01
8,0E-03 | 3,3062E-01 | 3,4327E-01 | 3,8251E+00 | 3,2994E-01 | 2,0735E-01
9,0E-03| 1,7572E-01 | 1,8372E-01 | 4,5549E+00 | 1,7664E-01 | 5,2569E-01
1,0E-02 | 0,0000E+00 | 0,0000E+00 - 0,0000E+00 -

© 00N O~ WD =
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4 Przyktady obliczeniowe

Ponizej przedstawiono przyklad symulacji rozbiegu hydraulicznego przeptywu
obliczonego metoda elementéw brzegowych programem VISCOUS UNSTEADY
FLOW DUCT w przewodzie, ktérego brzeg zostal zadany krzywa Lamego
(n=4, a=5.0 [mm], b=2.5 [mm]):

n n

X

a

b

+ =1. 6)

Symulacje ~ wykonano dla  glikolu etylenowego (4 =0.021329  [Pa*s],
P =1115.6 [kg/m3]). Graficzne rezultaty obliczen pdl predkosci po czasie 0.005, 0.01,

0.05, 0.10, 0.25, 0.50, 1.00, 10.00 [s] zostaty przedstawione na rysunkach: 4a-d, Sa-d.
Obliczenia wykonano dla brzegu sktadajacego si¢ z 1000 linowych elementéw.
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c)

Rys. 4. Rozbieg hydrauliczny w przewodzie prostoosiowym o przekroju zadanym krzywg
Lamego wyznaczony metodg MEB: a) t=0.005 [s], b) t=0.01 [s], c¢) t=0.05 [s],
d) 1=0.10 [s]

Fig.4. Starting flow in a superellipse channel - BEM solution: a) t=0.005 [s],
b) t=0.01 [s], ¢) t=0.05 [s], d) t=0.10 [s]
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Rys. 5. Rozbieg hydrauliczny w przewodzie prostoosiowym o przekroju zadanym krzywg
Lamego wyznaczony metodg MEB: a) t=0.25 [s], b) t=0.50 [s], c) t=1.00 [s],
d) t=10.00 [s]

Fig.5. Starting flow in a superellipse channel - BEM solution: a) t=0.005 [s],
a) t=0.25 [s], b) t=0.50 [s], ¢) t=1.00 [s],dh) t=10.00 [s]

5 Podsumowanie

Przedstawiony algorytm metody elementéw brzegowych pozwala w sposéb efektywny
rozwigzywaé zagadnienia nieustalonych przeptywéw w przewodach prostoliniowych
niezaleznie od ksztattu przekroju przewodu. Metody analityczne pozwalaja rozwigzac
tylko najprostsze przypadki przeplywu niestacjonarnego w przewodach, natomiast
alternatywne metody siatkowe wymagaja wykonywania pracochtonnych przestrzennych
siatek. Maly btad metody MEB w poréwnaniu ze znanym rozwigzaniem analitycznym
$wiadczy o duzej dokladnos$ci algorytmu. Zakres stosowania metody moze by¢
poszerzony o przeplywy w mikrokanatach, tam, gdzie makroprzeptywy sa zgodne
z mikroprzeptywami  [9]. Obecnie metoda elementéw brzegowych nalezy
do intensywnie rozwijajacych si¢. Na szczegdlng uwage zastuguje fakt, iz jest bardzo
konkurencyjna w stosunku do najczgsciej stosowanych metod siatkowych.
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Streszczenie

W publikacji przedstawiono algorytm metody elementéw brzegowych nieustalonego
przeptywu laminarnego cieczy lepkiej w przewodach prostoosiowych o dowolnym
ksztalcie przekroju poprzecznego. Weryfikacja metody elementéw brzegowych zostata
wykonana poprzez poréwnanie rezultatéw obliczeh MEB ze znanym rozwigzaniem
analitycznym w postaci rozbiegu hydraulicznego w przewodzie o przekroju kotowym.
W  publikacji wykonano przykltadowe symulacje przeptywéw niestacjonarnych,
dla ktérych nie sa znane rozwigzania analityczne. W celu wykonania walidacji metody
oraz symulacji napisano autorski program obliczeniowy VISCOUS UNSTEADY
FLOW DUCT w jezyku Fortran.

Stowa kluczowe: metoda elementéw brzegowych, przeptywy niestacjonarne, przewody
prostoosiowe

Application Boundary Element Method
to calculate unsteady flows in a duct
with arbitrary cross-section

Summary

The paper presents the numerical application Boundary Element Method to calculate
unsteady flows in a duct with arbitrary cross-section. The efficiency and the credibility
of proposed algorithm were verified by numerical tests. This algorithm can be used to
calculate unsteady flows in a duct with arbitrary cross-section e.g. starting flow in a
duct. Numerical examples are presented. The computer program VISCOUS
UNSTEADY FLOW DUCT was written in Fortran programming languages.

Keywords: boundary element method, duct with arbitrary cross-section, unsteady flows

Opracowanie zrealizowano w ramach pracy statutowej nr S/WBiIS/5/2011.
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