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Wyznaczanie przeplywow Stokesa
w przewodach profilowanych
metodq elementé6w brzegowych

1 Wstep

W pracy przedstawiono zagadnienie wyznaczania laminarnego, ustalonego przeptywu
cieczy lepkiej (przeptyw Stokesa) w profilowanych przewodach osiowo-symetrycznych
przy uzyciu metody elementéw brzegowych (MEB). Okre$lenie ,,przewdd profilowany”
jest rozumiane dalej jako przewdd o przekroju kotowym, w ktérym wystepuja nagte
zmiany promienia przewodu (uskoki wymiaru poprzecznego) (rys. 1), dyfuzory
i konfuzory oraz inne lokalne przewezenia i poszerzenia przewodu o ré6znym ksztalcie.
Prezentowana metoda rozwigzania zagadnienia przeplywowego przy uzyciu elementéw
brzegowych umozliwia analiz¢ przeptywu przez osiowo-symetryczne przewody
ozmiennym profilu w przekroju wzdluznym coraz czeSciej pojawiajace sie
w inzynierskich  konstrukcjach mikroskalowych, zagadnieniach przeptywowych
w biologii imedycynie oraz w inzynierskich zagadnieniach projektowania
i optymalizacji ukladéw i systeméw hydraulicznych. Klasyczne obszarowe metody
numeryczne, takie jak metoda elementéw skonczonych [1,2,3,4], metoda objetosci
skonczonych [5,6,7] i metoda réznic skonczonych [8], wymagaja budowy siatek
obliczeniowych. Przyktady stosowania nowoczesnych metod do rozwiazywania
zagadnien przeptywowych niewymagajacych budowy siatek znajduja  sie¢
w publikacjach [9,10,11].
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Rys. 1. Przewdd osiowo-symetryczny z nagtym uskokiem przekroju
Fig. 1. Axi-symmetrical conduit with sudden change cross-section dimension
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Ustalony, laminarny, izotermiczny przeptyw cieczy lepkiej opisuja réwnania: réwnanie
Stokesa i rownanie ciagtosci [12]:

. 1 19
Vzuzgo , gdzie p=—Vp E——p, (1
u W oz
V=0, (la)
gdzie u=u(u,u,u;) jest predkosciag ruchu cieczy, p oznacza lepko$¢ dynamiczng,
a dp/dz jest gradientem ci$nienia wzdluz osi przewodu, (réwnanie (1) opisuje
przeptyw Stokesa z pominigciem wektora sit masowych) z warunkiem brzegowym
wynikajacym z postulatu przyczepnosci ptynu do $cianek materialnych ograniczajacych
przeptyw (warunek braku pos$lizgu cieczy na $ciance, rys. 2):
uls =0 (1%)
oraz warunkiem opisujacym rozktad predkosci w przekroju wlotowym i wylotowym
przewodu:

u, (x|, = Fny) (1)

) Uy =u(x,y,2)
Uy Euy(x,y,z)
u, =u,(x,y,2)

u, =F(x,y)

3
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Rys. 2. Przeplyw przez przewdd osiowo-symetryczny ze zmiang przekroju poprzecznego
(oznaczenia do analizy zagadnienia przeptywowego metodq elementow brzegowych )

Fig. 2.Flow through axi-symmetrical conduit with change cross-section dimension
(denotements for flow problem analysis by the boundary element method)

2 Catkowe sformutowanie zagadnienia obliczeniowego
Catkujac réwnanie (1), otrzymuje si¢ catkowe sformulowanie zagadnienia w postaci:
1
@)= [ [ @1 0.0 0 @F 0.0 10 @B ) Sy +
s
I 2
o [[[ A0 @G B0+ £ @G 0.+ e @ o) ] 5,
s

gdzie: u,(Q); u(q); (@) 1 f,(@); f(Q); fi(q) sa odpowiednio skladowymi predkosci
i wektora naprezen lepkich w punktach: punkcie ustalonym p=(x,,yp,zp) W obszarze (£2)
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i punkcie biezacym q=(x,,yq,24) catkowania po brzegu (S). W réwnaniach (2) rozwigzania
podstawowe G,,,(p,q) i E,.,(P,q) sa odpowiednio réwne [13, 14]:
1 X X
Gmn(p’q):smn (_]—FM’ rpq :lp_ql s (21)
"pq "pq
gdzie Yupq, Xnpq OZnaczajg réznice wspétrzednych punktéw ustalonego (p) i biezacego (q)
zgodne z indeksami funkcji G,,,(p,q), natomiast §,,, jest deltag Kroneckera, oraz:

aGmn(paq)| + 9Gy (P, (])| -6 Xmpq " Xnpq *Xkpq

22
an aXm |q rsq 29

Epnk (0. @) =8, B, + |
q
P, =2 ang . 5
'pq
W réwnaniach (2) skladowe wektora naprezenia bedacego skutkiem dzialania tensora
napr¢zenia G,,,(p)=1,,(P)—p9d,,, na normalng do powierzchni dziatania sit

powierzchniowych sg réwne:

ity (P) , Dy (p)]. )

Nnp  Mmp

Sprowadzajac zagadnienie opisane réwnaniami calkowymi (1) do warto$ci brzegowych
w funkcji przyjetych warunkéw brzegowych (1%) i (1*¥), otrzymuje si¢ trzy niezalezne
réwnania calkowe wzglgdem sktadowych wektora naprezen lepkich:

([ @G 0.0+ £ @G .0+ i @ (0o 5, =
S

1
47, )+ 0 @000 10, @ (.0 1 @y 0.0 S,
s p.qe S
Po wyznaczaniu gestosci f,,(q) na brzegu (S), sktadowe predkosci u,,u,,u,, w obszarze (£2)
(pe Q,qe S) mozna opisa¢ zwigzkami catkowymi:

Fn®)=06,,P)n,p 3 Cpp(P) = u[

“

1
uy(p) = —%J.J.[fx (DG, (P, @)+ fy (q)ny P+ [, (@G, (p,q)JdSq
($)
1
+ gjj[”x (q)Exx (p? q) + My ((l)ny (p,q) + u, (q)EZ)C (pyq):| dsq
(8

(5a)

1
uy(p) = —W”[fx(q)ny P+ fy (@G, (P, D+ 17 (@G (p, q)} dSq
($)
1
+&t”[ux(q)Exy (P, @) +u, (QE,, (p,q)+u (@)L, (p,q)}dSql
()

(5b)
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1
u, (P) = _%J.J.[fx (q)ze (p’ (I) + fy (q)Gyz (p’ q) + fz (q)GZZ (p’ q):| dSq
($)

1
+ g J‘J‘ |:MX (q)Exz (p’ q) + My (q)EyZ (P, q) + u, (q)EZZ (p, q):| dSq

($)

Roéwnania catkowe (2) rozwiazuje si¢ dyskretnie. Najprostszym przypadku realizacji
metody elementéw brzegowych jest przyblizenie powierzchni brzegowej elementami
powierzchniowymi z lokalizacja w punkach kolokacji na elementach ggstosci funkcji
wynikajace ze zdyskretyzowanych warunkéw brzegowych. W analizowanym zagadnieniu
dyskretyzacja dotyczy powierzchni przewodu oraz przekroju wlotowego i wylotowego,
a w punktach kolokacji tozsamych ze $rodkami geometrycznym elementéw tréjkatnych
zadano stale wartos$ci funkcji brzegowych.

(59

Po wyznaczeniu skladowych predkosci funkcje pradu Skokesa w przeplywie
osiowosymetrycznym definiowang jako:
u :laﬁ u, :lag gdzie: u, = ux2+u 2, ©6)

oror r oz Y

wyznacza si¢ dyskretnie przez numeryczne catkowanie zwigzkow d®=ru,dz i d®=ru.dr
w ortogonalnych plaszczyznach, osiowej i normalne;.

3 Poréwnanie numerycznego rozwigzania osiowo-symetrycznego
przeptywu Stokesa z rozwigzaniem analitycznym

i eksperymentem
Podstawowym zagadnieniem testowym w zakresie laminarnych osiowo-symetrycznych
laminarnych przeptywéw jest optyw kuli jednorodnym strumieniem cieczy [12].
Zagadnienie to ma réwniez bogata dokumentacj¢ w sferze pomiaréw i wizualizacji
przeptywu.
Jakkolwiek przyjety do poréwnania obliczeniowej poprawnosci proponowanego
algorytmu obliczeniowego przypadek jest przeptywem zewnetrznym (optywem brylty
materialnej ciecza lepka), to w kategoriach brzegowych réwnan catkowych przeptyw
wewnetrzny w przewodach i kanalach jest opisywany tymi samymi réwnaniami
catkowymi z identycznym warunkiem brzegowym, wynikajacym z postulatu
przyczepnosci cieczy lepkiej do Scianek ograniczajacych przeptyw.
W celu walidacji metody elementéw brzegowych poréwnano rezultaty obliczen MEB
linii pradu z fotografiami linii pradu otrzymanymi eksperymentalnie [15]. Wybrano dwa
warianty optywu dwoéch jednakowych kul. W pierwszym przyktadzie odleglos¢
pierwszej kuli od drugiej réwna jest srednicy pojedynczej kuli (rys.3). Cecha
charakterystyczng tego przeptywu jest brak wiréw migdzy kulami. Drugi przyktad
dotyczy optywu dwoch kul, miedzy ktérymi odlegtos¢ jest réwna zeru (rys.4). Cecha
charakterystyczng drugiego wariantu sg wiry powstate miedzy kulami.
Graficzne poréwnania linii pradu wyznaczonych MEB z eksperymentem przedstawiono
na rysunkach 3a-b, natomiast dla drugiego wariantu na rysunkach 4a-b.
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(a)

Rys. 3. Przeptyw Stokesa - optyw dwoch kul: a) rozwigzanie numeryczne,
b) eksperyment, fotografia S. Taneda [15]
Fig. 3. Stokes flow over spheres: a) BEM solution, b) visualization result of Taneda

[15]

(a)

Rys. 4. Przeptyw Stokesa - optyw dwoch kul: a) rozwigzanie numeryczne,
b) eksperyment; fotografia S. Taneda [15]

Fig. 4. Stokes flow over spheres: a) BEM solution, b) visualization result of Taneda

[15]
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Trendy linii pradu bedace rezultatem eksperymentu [15] s3 zgodne z rezultatami
obliczen metoda elementéw brzegowych. Niewielka rozbiezno$¢ linii pradu migdzy
eksperymentem, a rezultatem numerycznym wynika z tego, ze obliczenia wykonano dla
teoretycznego przeptywu Stokesa, gdzie liczba Reynoldsa wyniosta Re=0.00, natomiast
wizualizacj¢ przeptywu zrealizowano przy Re=0,013.

W celu weryfikacji prezentowanej metody MEB poréwnano rezultaty obliczen MEB
ze znanym rozwigzaniem analitycznym optywu kuli [12]:

e Eo e LR 0] SU

gdzie: (0) jest katem Srodkowym w plaszczyZznie osiowej w kierunku naptywu strumienia
swobodnego cieczy z predkoscia u..=const.

Maksymalny btad metody brzegowych réwnan catkowych, wyznaczony jako réznica
predkosci z rozwigzania analitycznego 1 rozwigzania dyskretnego odniesiona do
predkosci rozwigzania teoretycznego, nie przekracza wartosci 1,00% dla brzegu
ztozonego z 1000 tréjkatnych elementéw i 0,60% dla brzegu zbudowanego z 2000
elementéw. Wraz ze wzrostem podziatu powierzchni brzegu, blad MEB maleje.

Obliczenia wykonano na klasycznym komputerze PC wyposazonym w procesor Intel i7
2.93 GHz 64bit i 4MB pamigci RAM. Na rysunku 5 przedstawiono zalezno$¢ czasu
wykonywania obliczef od liczby paneli na brzegu kuli.
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Rys. 5. Zaleznos¢ czasu obliczen od liczby elementow na brzegu kuli
Fig. 5. CPU time as a function of the number of elements for boundary

4 Przyktady obliczeniowe

Ponizej przedstawiono przyklady obliczeniowe przeptywéw Stokesa w przewodach
prostoosiowych o przekroju kotowym z zadang osiowo-symetryczng przeszkoda.
Do obliczef przyjeto przewdd o $rednicy 10 mm przez ktéry przeptywa gliceryna
(1=1,499 Pa s). Wszystkie obliczenia wykonano przy jednostkowej liczbie Reynoldsa
dla brzegu zbudowanego z 1000 paneli.
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Na rysunku 6a przedstawiono linie pradu w przeptywie Stokesa przez kryze, natomiast
na rysunku 6b pole predkosci. Cecha charakterystyczng tego przeplywu sa wiry
zlokalizowane przed i za kryza. W drugiej symulacji wyznaczono linie pradu (rys. 7a)
oraz pole predkosci (rys. 7b) przeptywu Stokesa przez zwezke Venturiego, ktérej ksztalt
eliminuje zawirowania. Trzeci przyklad dotyczy przeptywu przez gwaltowne
rozszerzenie z wirem zlokalizowanym w rozszerzeniu (rys.8 a,b). W ostatniej symulacji
wyznaczono linie pradu (rys. 9a) oraz pole predkosci (rys. 9b) przepltywu przez tagodne
rozszerzenie, ktérego ksztatt nie powoduje powstania wiru wewnatrz rozszerzenia.

Rys. 6. Przeptyw przez kryze: a) pole predkosci, b) linie prqdu,
Fig. 6. Flow through metering orifice: a) velocity field, b) streamlines

Rys. 7. Przeptyw przez- zwgz'kg:c-z ) po-le pr-gdkosci , b) linie prqdu
Fig. 7. Flow through metering nozzle: a) velocity field, b) streamlines
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Rys. 8. Przeptyw przez gwattowne rozszerzenie: a) linie prgdu, b) pole predkosci
Fig. 8. Flow through deep caving: a) streamlines, b) velocity field
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Rys. 9. Przeplyw przez tagodne rozszerzenie: a) linie prgdu, b) pole predkosci
Fig. 9. Flow through rounded caving: a) streamlines, b) velocity field
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5 Podsumowanie

Przedstawiona metoda zastosowania elementéw brzegowych do wyznaczania osiowo-
symetrycznych przeptywéw Stokesa w profilowanych przewodach o przekroju
kotowym pozwala w sposéb efektywny wyznacza¢ linie pradu, pola predkosci, rozktady
ci$nien i wirowosci bez budowy skomplikowanych i pracochlonnych przestrzennych
siatek wewnatrz przewodu. Dyskretyzacji podlega jedynie brzeg przekroju podtuznego
przewodu. Eliminacja tréjwymiarowej siatki przeklada si¢ rowniez na redukcj¢ czasu
trwania obliczen numerycznych. Wada prezentowanej metody jest zawezenie
zagadnienia jedynie do przeplywéw osiowo-symetrycznych. Nalezy tu zaznaczy¢,
ze analityczne  rozwigzania  przeptywéw  Stokesa  opracowane s3  jedynie
dla najprostszych przypadkéw. Opracowana metoda szczegdlnie moze by¢ przydatna
do wstepnego projektowania i wyznaczania parametréw przeptywu kryz, dysz i zwezek
Venturiego, projektowania optymalnych ksztattow redukcji oraz rozszerzen
w instalacjach lub sieciach transportujacych ptyny lepkie, a takze do symulacji
przeptywéw w mikrokanatach [16], tam, gdzie koszty eksperymentu sa wysokie,
np. przeptywy krwi w tetniczkach [17] dla bardzo matych liczb Reynoldsa.
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Streszczenie

W opracowaniu przedstawiono zastosowanie metody elementéw brzegowych (MEB)
do wyznaczania przeplywéw Stokesa w profilowanych przewodach i kotowym
przekroju poprzecznym metoda elementéw brzegowych. W celu walidacji metody
elementdw brzegowych poréwnano rozwigzania numeryczne zrealizowane metoda
elementow brzegowych z rozwigzaniem analitycznym i rezultatami eksperymentalnymi.
W prezentowanej pracy przedstawiono graficzne rezultaty obliczen dla wybranych
przyktadéw, dla ktérych nie sa znane rozwigzania analityczne.

Stowa kluczowe: metoda elementéw brzegowych, przeptyw Stokesa, przeptyw osiowo-
symetryczny

Simulation of Stokes flow
through circular pipe with changing
of axisymmetric shapes
by using the Boundary Element Method

Summary

The aim of the article is to present a simulation of steady Stokes flow witch in a circular
pipe with changing axisymmetric of radius of the tube using the Boundary Element
Method (BEM). Results of this method were compared with experiment result
of Taneda and analytical solution. Examples of BEM solution Stokes flow through
nozzle, deep caving and rounded caving are also presented. The software was written
for a PC computer.

Keywords: boundary element method, Stokes flow, axisymmetric flow

Opracowanie zrealizowano w ramach z pracy statutowej Politechniki Biatostockiej.
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