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Algorytm MEB przejmowania ciepla
w przeplywie laminarnym
przez przewody prostoosiowe

1 Wstep

W wielu zagadnieniach przeptywowo-cieplnych wykorzystuje si¢ przejmowanie ciepta
przy przeptywie laminarnym przez przewody prostoliniowe [1]. W pracy przedstawiono
zastosowanie metody elementéw brzegowych wyznaczania pola temperatury przeptywu
laminarnego w przewodach prostoosiowych przy stalej wzdluz osi przewodu gestosci
strumienia ciepla. Przeptyw newtonowskiego plynu rzeczywistego jest opisany uktadem
réwnan rézniczkowych wynikajacych z zasady zachowania masy (1), momentu pedu
(2) i energii (3) [2], [3]:
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gdzie: € oznacza predkosé przeplywu, p ci$nienie, g — przy$pieszenie ziemskie, p jest
gestoscia cieczy, u jest wspdlczynnikiem lepkoSci dynamicznej, c, jest cieptem
wlasciwym przy statym ci$nieniu, A jest wspdlczynnikiem przewodzenia ciepta,
natomiast 7; jest lepkim tensorem naprezen.

W  przypadku stacjonarnego, w pelni rozwinigtego laminarnego przeptywu
jednokierunkowego w przewodach prostoosiowych, gdzie sktadowe ¢,=0, ¢,=0, oraz
przy stalej wzdluz osi przewodu gestosci strumienia ciepta, réwnania (1-3) ulegaja
uproszczeniu (rys. 1):
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™
Rys. 1. Szkic obrazujgcy zagadnienia brzegowe w przeptywach przez kanaty
prostoliniowe

Fig. 1. Sketch to consideration of boundary conditions for duct flow

Roéwnania rézniczkowe (5-6) zostaly rozwiazane metoda elementéw brzegowych
(MEB). W celu wykonania symulacji napisano w jezyku Fortran program obliczeniowy
CONVECTIONinDUCT, w ktérym obliczenia wykonywane byly dwuetapowo.
W pierwszej kolejnosci wyznaczone zostato pole predkosci z réwnania (5), ktore jest
warunkiem dla réwnania (6). W drugiej czgsci programu w celu wyznaczenia pola
temperatury rozwigzywane jest réwnanie (6).

2 Model przejmowania ciepta w przeplywie laminarnym przez
przewody prostoosiowe

W celu wyznaczenia pola predkosci w przekroju (A) réwnanie (5) zredukowano
doréwnania Laplace’a przez dekompozycje skladowej predkosci przepltywu
jednokierunkowego ¢, na skladowa predkosci przeptywu niezakléconego c..
oraz sktadowg predkosci przeptywu wzbudzonego Sciankami prostoliniowego kanatu c,,
[4, 5]

d’c. d’c
Y+ —2 =0 ; ¢ =—c_, ; elL, @)
o oy (@) q
gdzie:
1 2, .2 1 dp
C., 480(xq y,) %) 1 dz (7a)

Ostatecznie predkos¢ w przekroju kanatu wyznacza si¢ z zaleznosci:
c,=c,*c, . (8)

Zakladajac podziat brzegu L zgodnie z kierunkiem wskazéwek zegara w obszarze

ptaskim (A) przekroju przewodu prostoosiowego ograniczonym brzegiem (L),
rozwigzaniem réwnania rézniczkowego (5) jest nastgpujace réwnanie catkowe (rys. 1)
(4, 5]:
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gdzie: n, oraz n, sg to wersory normalnej do brzegu (L).

Po wyznaczeniu gestosci g,(q) na linii brzegowej (L) predkos$¢ ¢, w dowolnym punkcie
obszaru (A) wyznacza si¢ z zaleznosci:

c.(p)=-[ g, (@K®.Q)L, + | ¢, @EP.q)dL, +c.(p)
75 (L) (1D

PeA;(@elL
Zagadnienie brzegowe dla réwnania rézniczkowego (6) formuluje si¢ w postaci
ztozonego warunku brzegowego Dirichleta i Neumanna zakladajacego znane wartosci
temperatury f(q) na cze$ci brzegu Ly (qe€ Ly) 1 znane wartosci strumienia ciepta g(q)

na czgSci brzegu L, (qeL, (Rys. 1). Wyznaczone pole c.(p) w obszarze (A)
uwzglednia si¢ w réwnaniu (6), ktérego rozwigzaniem jest nastgpujace réwnanie
catkowe:
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Po wyznaczeniu T(p) oraz ¢(p) temperatur¢ w dowolnym punkcie (pe A)
rozpatrywanego obszaru (A) wyznacza si¢ ze zwiazku catkowego:
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T(p)= | T(@E®P,@)dL, + [ q@K(p,q)dL, -

(L) (L)

-pe, H (K (v,q)dA, (13)

(@QeL;(p)(v)eA

3 Weryfikacja numerycznego modelu

Weryfikacje przedstawionego algorytmu wykonano, poréwnujac rozklad temperatury
glikolu etylenowego (p=1115.6[kg/m3], v=0.000019 [m?%s], Cp=2403.0[J/(kgK)]
A=0.2705[W/(mK)], Re=20) przy przeptywie laminarnym w rurze o przekroju
kolowym, w ktérej Scianki utrzymywane sa w stalej temperaturze T [6]:

pCc, R ar*
leo D=l =g e R
R d 2R (1
¢, = L ; Re= Lol
8u dz 1%

gdzie: c jest to predko$¢ $rednia w przewodzie kolowym, natomiast R=0.005[m]
oznacza promien przewodu, V jest wspétczynnikiem lepkosci kinematycznej, Re jest to
liczba Reynoldsa, T,=20.0[°C] jest zadang temperaturg $cianki przewodu.

Blad rozwigzania metody elementéw brzegowych dla temperatury wyznaczono
z zaleznosci:

TTEO — TMEB

0Ty = *100% (15)

TEO

gdzie: Tygp jest to temperatura wyznaczona metodg elementéw brzegowych, natomiast
Treo jest rozwigzaniem teoretycznym (14) [6].

W tabeli 2 zestawiono btad metody MEB dla brzegu skladajacego si¢ z 50 i 100
liniowych elementéw. Maksymalny blad metody MEB dla brzegu sktadajacego si¢ z 50
liniowych elementéw nie przekracza 0.05 [%], natomiast dla brzegu zbudowanego
z 100 elementéw blad MEB nie przekracza 0.02 [%]. Zaggszczenie podziatu linii
brzegowej konturu przekroju przewodu prostoliniowego powoduje zmniejszenie btgdu
metody MEB. Graficzne rezultaty poréwnania zostaly przedstawione na rysunku 2.
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Tab. 1. Temperatura przy przeplywie laminarnym glikolu etylenowego w przewodzie
okrggtym - blgd rozwigzania MEB

Tab. 1. The temperature distribution in a ethylene glycol moving in laminar flow
in a pipe witch circular cross section - error analysis applied in BEM
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Rys. 2. Poréwnanie rezultatow obliczen MEB 7 rozwigzaniem teoretycznym (14) [6]
Fig. 2. Compare BEM results with theoretical solution - (14) [6]

4

Przyktady obliczeniowe

W przykiadzie obliczeniowym programu CONVECTIONinDUCT przyj¢to przeptyw
laminarny  glikolu  etylenowego  (4=0.021329[Pa  s],  p=1115.6[kg/m3],
A=0.2705[W/(m-K), Cp=2403.0[J/(kg K), Re=30) w przewodzie o przekroju zadanym
krzywa Lamego (n=4, a=5.0 [mm], b=5.0 [mm]):

n n

X -1

a

Y

16
) (16)

+
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Obliczenia wykonano dla dwoéch wariantéw. W wariancie 1 zalozono warunek
brzegowy Dirichleta T'(q) =T, =20.0[°C] (q€& Ly), natomiast w wariancie II przyjeto
warunek brzegowy Neumanna g(q) =gq, = 384.4[W/m’] (qe L,).

Liczba Nusselta zostala wyznaczona z nastepujacego wzoru [7]:

9,0, 4A
Ny=—>»*r _ + D =—

Ar-r) L 4
gdzie: D, jest $rednica hydrauliczna, L jest obwodem przewodu, A jest polem
powierzchni przewodu, natomiast $rednia masowa temperatura ptynu T,, okreslona jest
nastepujaca zaleznos$cia [7]:

1
T, =—IchA , (18)

m
er A

gdzie c,, jest to $rednia predko$¢ przeplywu w kanale, wyznaczona z pola predkosci.

Liczba Nusselta dla warunku Dirichleta (wariant I) wyniosta Nu=4.22, natomiast
dla warunku Neumanna (wariant IT) réwna jest Nu= 4.07.

Na rysunkach 3a-b wykre§lono izotachy oraz pole predkosci wyznaczone metoda
elementéw brzegowych.

Rysunki 4a-b przedstawiaja izotermy oraz pole temperatury dla wariantu I (warunek
brzegowy Dirichleta), natomiast na rysunkach 4c-d wykreslono izotermy oraz pole
temperatury dla wariantu II (warunek brzegowy Neumanna).

Symulacje wykonano dla brzegu podzielonego na 1000 liniowych elementéw.
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Rys. 3. Pole predkosci w przewodzie prostoosiowym o przekroju superelipsy wyznaczone
metodg MEB (glikol etylenowy, Re=30): a) izotachy, b) pole predkosci, widok 3D

Fig.3. Velocity in superellipse duct (ethylene glycol, Re=30) - BEM solution:
a) isotachs, b) velocity field 3D

226



Algorytm MEB przejmowania ciepta w przeplywie laminarnym
przez przewody prostoosiowe

C') 450

T ol T 1 = e ey |
r A0 MO0 1340 W0 TS0 17,00 1750 800 1830 B0 1850 a0 ';EFDF FEE TRO0 7885 S0.00 8050 81.00 8100 $2.00 g2 30 E5.00 73,50 8400

Rys. 4. Pole temperatury w przewodzie prostoosiowym o przekroju superelipsy wyznaczone
metodg MEB (glikol etylenowy, Re=30) a) izotermy (wariant I), b) pole
temperatury, widok 3D (wariant I), c) izotermy (wariant Il), b) pole temperatury,
widok 3D (wariant II)

Fig.4. The temperature distribution in superellipse duct (ethylene glycol, Re=30) -
BEM solution: a) isotherm (variant I - Dirichlet conditions), b) temperature
field 3D (variant I - Dirichlet conditions), c) isotherm (variant Il — Neumann
conditions), d) temperature field 3D (variant II - Neumann conditions)

5 Podsumowanie

Przedstawiony algorytm metody elementéw brzegowych przejmowania ciepla
w przewodach prostoosiowych w przeptywie laminarnym niezaleznie od ksztaltu
przekroju kanalu jest alternatywa wobec najczgéciej stosowanych metod siatkowych,
takich jak metoda elementéw skonczonych, metoda objetosci skonczonych czy najlepiej
ugruntowana  teoretycznie metoda réznic  skonczonych.  Gléwne  zalety
wyprowadzonego algorytmu to brak przestrzennych siatek oraz mniejsze
zapotrzebowania na moc obliczeniowa w poréwnaniu z metodami obszarowymi.
Algorytm moze by¢ wykorzystany zaréwno do wyznaczania pdl predkosci i rozktadow
temperatur w przewodach prostoosiowych, jak i do wyznaczania liczb kryterialnych,
np. liczby Nusselta. Maty blad metody elementéw brzegowych w stosunku do
rozwigzania analitycznego §wiadczy o duzej doktadno$ci MEB.
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Streszczenie

W pracy przedstawiono algorytm metody elementéw brzegowych przejmowania ciepta
w przeptywie laminarnym przez przewody prostoosiowe niezaleznie od ksztattu konturu
przewodu. Weryfikacja metody elementéw brzegowych zostala wykonana poprzez
poréwnanie rezultatéw obliczcen MEB ze znanym rozwigzaniem analitycznym
opisujagcym przejmowanie ciepla w przewodzie o przekroju kotowym. W publikacji
przedstawiono graficzne rezultaty obliczen dla przejmowania ciepta przeptywu
laminarnego w kanale, ktérego ksztalt zadany jest krzywa Lamego. Algorytm zostal
zaimplementowany w programie obliczeniowym CONVECTIONinDUCT napisanym
w jezyku Fortran.

Stowa kluczowe: metoda elementéw brzegowych, przejmowanie ciepta w przewodach
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Modelling of forced convection a Boundary
Element Method in a duct with arbitrary
cross-section with uniform heat flux

Summary

The paper presents the numerical application Boundary Element Method to modelling
the velocity field and the temperature distribution of forced convection a Boundary
Element Method in a duct with arbitrary. The efficiency and the credibility of proposed
algorithm were verified by numerical tests in asymptotic uniform heat-flux in circular
pipe. A numerical examples are presented fully developed forced convection through
superellipse duct. The computer program CONVECTIONinDUCT was written in
Fortran programming languages.

Keywords: boundary element method, forced convection, circular pipe

Opracowanie zrealizowano w ramach pracy statutowej nr S/WBiIS/5/2011.
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