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Symulacja pdl predkosci i temperatury
w przeplywie cieczy lepkiej
metodq elementéw brzegowych

1 Wstep

Przeptywy cieczy lepkiej — laminarne i turbulentne — przez przewody, kanaly otwarte
i uklady przeptywowe o réznej konfiguracji geometrycznej, pomimo wielu lat badan
teoretycznych i aplikacyjnych, sa nadal przedmiotem teoretycznych analiz w zakresie
budowy matematycznych modeli opisujacych przeptywy i metod numerycznego
rozwigzywania zagadnien przeptywowych, jak tez w zakresie rozwijajacych si¢
réznorodnych zastosowan praktycznych w wielu dziedzinach techniki.

W rozwijajacej si¢ intensywnie w wielu zastosowaniach technicznych analizie
przeptywéw cieczy lepkiej w mikrokanatach urzadzen technicznych i zagadnieniach
techniki mikrobiologicznej szczegélnie istotnym elementem jest wyznaczenie
wspétczynnikéw dyssypacji energii (dyssypacji lepko$ciowej) oraz pdl predkosci
i temperatury.

Przedmiotem opracowania jest metoda wyznaczania przeplywu newtonowskiej cieczy
lepkiej, wymuszonego ruchem $cianki, w uktadzie pomigdzy réwnolegltymi §ciankami,
plaska Scianka poruszajaca si¢ ze stala predkoscia i nieruchoma $cianka profilowana
(rys. 1)

~<
I

~

g Uge =U y
= L
|

Rys. 1. Przeptyw Stokesa pomiedzy rownoleglymi sciankami - Sciankg plaskq
w jednostajnym ruchu i nieruchomgq sciankg profilowang

Fig. 1. Stokes flow between two parallel walls - moving flat wall with constant
velocity and immoveable profiled wall
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Ustalony, laminarny, izotermiczny przeptyw cieczy lepkiej opisuja réwnania:
réwnanie Stokesa, réwnanie ciggloéci i réwnanie zachowania energii [1, 2, 3]:

Viu=0=V-1=0; (1a)

(réwnanie (1a) opisuje przeptyw Stokesa z pominieciem wektora sit masowych)
Vu=0, (1b)
VIAVT)]=—D , (1)

gdzie T jest tensorem naprezenia, @ jest funkcja dyssypacji energii $=1-Vu,
natomiast A oznacza przewodno$¢ cieplng cieczy, a W jej lepko$¢ dynamiczng.

W przypadku ptaskiego laminarnego przeptywu cieczy lepkiej réwnania la, Ic
przyjmuja forme:

2 2

) u2x ) u2x ~0

dx dy (12%)
5 a

2 2

97u, +8 uy, o

ox? ay2

z warunkiem brzegowym wynikajacym z postulatu przyczepnosci ptynu do $cianek
materialnych ograniczajacych przeptyw (warunek braku poslizgu cieczy na $ciance):

u|sr =u, =U na §ciance ruchomej poruszajacej si¢ z predkoscia U,  (1a*")

ul =0 na $ciance nieruchome;j la*?
sn

oraz:

2 20 2 (ou. VP b) 2
OT 0T _ g . g=y {%J o S|y Oy (1c%)
ax? r A ox dy 2lax 9y

z warunkiem brzegowym wynikajacym z zalozenia przeptywu izotermicznego:

oT . . .. . .

A—| =¢q, =0, gdzie g, jest strumieniem ciepta przenikajacym przez (1)
S

Scianke,

i warunkiem brzegowym opisujacym profil temperatury w strumieniu cieczy:
7|, =7,. (1c*)

Algorytm obliczeniowy wyznaczania rozkladu predkosci i pola temperatury
w laminarnym przeptywie cieczy lepkiej pomiedzy $ciankami: ptaska i profilowana,
pozostajacymi we wzglednym ruchu, opisanym réwnaniami (1a*) i (1c*) z okre§lonymi
wyzej warunkami brzegowymi zaklada dyskretne rozwigzanie réwnania (la*)
wzgledem wektora sil powierzchniowych f (= t-n) [4] przy uzyciu metody elementéw
brzegowych, nastgpnie dyskretne wyznaczenie pola predkosci i jej pochodnych,
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aw dalszej kolejnosci dyskretne rozwigzanie przy uzyciu metody elementow
brzegowych réwnania (1c*) z wykorzystaniem wyznaczonych uprzednio dyskretnie

wartoéci.
2 Stormutowanie zagadnienia obliczeniowego

Catkowe sformutowanie zagadnienia ustalonego, laminarnego przeptywu newtonowskiej
cieczy lepkiej w obszarze plaskim (A), ograniczonym ciggltym brzegiem (L), opisanego
réwnaniami rézniczkowymi (la*) z fizycznymi warunkami brzegowymi wynikajacymi
z lepkiej natury cieczy stanowi uklad réwnan catkowych [5], [6]:

Gy (Bt (P) +]£[um(q>Emm<p,q> Hity @ E,, (B ) | L

L @)

= ﬂ[fm (@G (P + £, (@G (P | Ly
L p;qe L
gdzie: u,,(q);u,(q) i f,,(q); f,(q) sa odpowiednio sktadowymi predkosci i wektora
naprezen w punktach: punkcie ustalonym p = (x,, y,) na brzegu (L) i punkcie biezagcym
q= (xq, yq) catkowania po brzegu (L). Stata c,,(p) na gtadkiej czeSci brzegu (L) jest
réwna 2m. W réwnaniach (2) rozwigzania podstawowe G, ,(p.q) i E, ,(p.q) sa

odpowiednio réwne:

e =p-al. @)

1 (me - qu )(an - an )
" " 2
Pq

Gun(P.q) = 8mn In [_
'pa

gdzie %, .%, oznaczaja wspélrzedne punktéw ustalonego (p) i biezacego (q) zgodne

z indeksami funkcji G,,,,,(p,q) , natomiast J,,, jest delta Kroneckera , oraz:

Emn(p9q):ZKmnk(p9q)nkq9 (22)
k
gdzie ny q oznacza normalng w kierunku k w punkcie q = (x,, Vg):
9G,,,(.@)| Gy, (P.Q) (Xnp —%nq)
Kpnk(P.Q) =05 Py + n;n | + an | > Pn = np—znq : (2°%)
Xk |q Xm |q pq

Funkcja G,,,(p.q) jest funkcja symetryczng G,,,(Pp.q) =-G,,,(P.q), co skutkuje
rowniez symetria funkcji (K,,;,P.9) =K, P9, przy czym w przypadku
jednoimiennych wskaznikéw jest ona funkcja osobliwa z osobliwoscia rzegdu O(Inr),
wobec czego pierwsza z calek w rownaniach (2) jest catkg w sensie wartosci gtéwnej
Cauchy'ego.

Sktadowe wektora naprezenia bedacego skutkiem dziatania tensora napre¢zenia
G,un (@) =7,,,(P)— p9,, na normalng do powierzchni dziatania sit powierzchniowych
w rozpatrywanym przypadku sa réwne:
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Aty (p) Oy <p>J ’ .

S (@) =0, (P) "mp > Omn = ”[ aan ame

co z uwagi na symetri¢ skladowych tensora naprezen stycznych (6,,,(p)=0,,,(P)),
przy zalozeniu, Zze znane sa wartosci skladowych predkosci u,,(q) ; u,,(q) na brzegu (L)
obszaru, pozwala na sprowadzenie zagadnienia obliczeniowego do dwdch niezaleznych
réwnan catkowych Fredholma pierwszego rodzaju wzgledem funkcji fx(p) =0,,,(P) :

Iﬂ(q)[c;mm(p,q)nm,, + G (D@, | Ly
L

= ~2muu,, (p) + uﬂum(q)Emm (. @)+ 1, (@E, , (P ) |
L piqe L

Po wyznaczeniu warto$ci funkcji fi(q) na brzegu (L) w rezultacie dyskretnego
rozwigzania réwnan (4) sktadowe predkosci u,,(v);u,(v)w punktach v=(xy,yy)
obszaru (A) ograniczonego brzegiem (L) wyznacza si¢ z réwnan:

“)

1
Mm(V) = _Ej‘[um(q)Emm(qu)"' u, (q)Enm(Vvq)] qu +
L

&)
1
+KJ‘f*(q)[Gmm(v,q)nm + Gy (V. @1, | dly
" 1 ve A;qe L
gdzie n,,,n,, sa wersorami uktadu wspétrzednych.

Catkowe sformutowanie zagadnienia dyssypacji energii w przeptywie cieczy
lepkiej opisanego réwnaniem rézniczkowym (1c*) z fizycznymi warunkami brzegowymi
(le*") i (1c**) w obszarze plaskim (A), ograniczonym ciggltym brzegiem (L =Ly U LQ)
na ktérym na czesci brzegu Ly jest zadana temperatura T, (p) , a na dopetniajacej czgsci
brzegu L jest zadany strumien ciepla g, (p) , opisuje réwnanie [3, 7]:

1
—ET(p)+ I T(QE@P.@dLy - I 9(@G(p.q)dLy =

Lt LQ

= —I Ty (@ E(p,q)dLy —I 45 (@G (p.q)dLy +”‘<I>(V)G(p, v)dAy
lQ Ly A

(6)

p.qe L;ve A

gdzie rozwigzania podstawowe sg odpowiednio réwne:

1
1n[—], o =[P~ =/ @rpg)? +@Brpg)® . (6)

pq

G(p.q) =

2T\
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1 Oxyqfyg +0Vpht
E(p,q) = — A _—PLH 6
2n g

Syq 3xg 1L K
przy czym ng _[ xq qu 6L Slq jest wersorem g w punkcie q(x, Yq) -

Po wyznaczeniu brzegowych wartoéci gestosci funkcji 7(q) i ¢g(q) temperaturg

w dowolnym punkcie rozpatrywanego obszaru (A) wyznacza si¢ ze zwigzku
catkowego:

T(v)= J‘T(Q)E(V,q) dLy —J.q(Q)G(V,Q) dLy —J.J.(P(W)G(V,W)d/\w , )
L
qe L;v=we A.

Do rozwigzania réwnania (6) niezbedna jest znajomo$¢ funkcji dyssypacji energii P(v)
w punktach v = (xy,yy) obszaru (A):

2 2 2
B ou,, (V) ou,, (V) ou,, (v) 1 Ou,, (V) du, (V)
PV O Mo _Zu{ Mom J +[ N ] +2[ Dy axmv] ®

Pochodne sktadowych predko$ci wzgledem koordynat w punktach v=(xy,yy);ve A

otrzymuje si¢ z rézniczkowania (pod znakiem catki) zaleznosci (5):

aum (V) _ Jl) aEnm(V9 (I)
anv - J.I: m( a kv +un(q) aX ]qu ’

kv
9G, (V. Q) 9G,,,, (v.q) ®
Vv, n v, n
+LJ-f*(q){ mn 0D | FCnm V4 "}qu
4t Nky Ny qe L;ve A
3 Numeryczne rozwigzanie zagadnienia obliczeniowego

Dyskretne rozwigzanie réwnan calkowych polega w ogélnosci na sprowadzeniu calek
do ukladu algebraicznych réwnan liniowych wzgledem dyskretnych wartosci
niewiadomej funkcji w obranych punktach (punkty kolokacji) na brzegu
rozpatrywanego obszaru. Najprostsza formg rozwigzania jest podzial brzegu na
elementy liniowe, na ktérych warto$ci poszukiwanej funkcji w punktach kolokacji
tozsamych z punktami centralnymi elementéw przyjmuje si¢ za state.

Przyjmujac przyblizenie brzegu (L) J-elementowym ukladem elementéw liniowych
J J

[L jJ ., ha ktérych wartosci funkcji [ fx(q j)J u v punktach centralnych elementéw
Jj= Jj=

maja state wartosci, réwnania catkowe (4) sprowadza si¢ do ukladéw algebraicznych

réwnan liniowych:
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J J
> A@HKS (i)=Y KE (p;2q)

j=1 =1
: (10)
J G J £
2 f@HKY (p.a;) =2 Ky (p;.q;)
j=1 j=1

w ktérych funkcje wptywowe KxG(pl-,qj),K;;(pi,qj) i Kf(pi,q]'),Kf(Pi,q]')
sg odpowiednio réwne:

G
K/ (p;»q;)= I [G“(p,-,q.,-)nyp,- +ny(p,-,qj)nxpl} dLy;
L.

/ (10a)

K;;(pl’q/) = J |:ny(pi’qj)nypi +ny(pi,q]‘)”xpiJ qu;

Lj

KE®ra) = [[Ee®ia)+Ey @i JdLy
Lj

(10b)

Kf(pi,q,,-)= J-[Eyy(pi,q,,-)+Exy(p,-,qj)}dlq,»

Lj

K
Wartosci sktadowych predkosci [u (Vi) uy, (v )]k—l opisanych zaleznosciami (5) oraz
K
pochodnych [aux (Vi)/0x;  Quy (Vi) /Oy 3 Ouy (Vi) /Oy, Dy, (Vi) /O, Jk_l opisanych
zalezno$ciami (9) w wybranych punktach obszaru (A) otrzymuje si¢ przez sumowanie,
przy czym w tym wypadku funkcje podcatkowe w obrebie poszczegdlnych elementéw

J
sa funkcjami argumentéw [qj = (xq]-,yq,} i [ve = yuk ]le odpowiednio na

j=1
brzegu (L) obszaru i w obszarze (A).
Analogicznie rozwigzuje si¢ dyskretnie rownanie catkowe (6) o niewiadomych
warto$ciach temperatury i jej gradientu (strumienia ciepta) na brzegu (L) obszaru (A).
W tym przypadku podzial brzegu na elementy liniowe i przyjecie stalych wartosci
niewiadomych funkcji w obrgbie poszczegdlnych elementéw prowadzi do uktadu

algebraicznych réwnan liniowych.
Wprowadzajac funkcje jednostkowe:

r_ 1 jezeli na elemencie L j poszukiwang funkcja jest T; 10"
/0 jezeli na elemencie L . poszukiwang funkcja jest g ;

1 jezeli na elemencie L; poszukiwang funkcja jest q ;
52 = / / (10%)
/0 jezeli na elemencie L; poszukiwang funkeja jest T’
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réwnanie catkowe (6) sprowadza si¢ do ukladu algebraicznych réwnan liniowych
J J

wzgledem niewiadomych funkcji [T(q j)] i [q(q-)]. odpowiednio
Jj=1 J7dj=1

na elementach Lj j i LQ e

J R J
> 8" T(q K" (p;.q)) - Y. 8%9(a,)K  (p;.q;) =

j-1 J=1

S| _so E T G L& E "

2| -85 T(a )K" (p;.q;)—8q,(q,)K (pi’qj)-"xzq)(vk)l( (Pi- Vi)

a k=1

gdzie:

G _ a. ,

K (pi,q,)—IG(pl,q,)qu, (11a)
Lj

KE(p;.a) IE( iy, RE@pa,) Ky T

P;-q;)= Piq; i Pi-4;)=
J J J J J KE(p,,q/)+1/2 i:j (llb)

j

Calke powierzchniowa w réwnaniu (6) po triangulacji obszaru (A) na K-elementéw A,

i wyznaczeniu wartoéci funkcji podcatkowe;j [(I)(vk)]f=1 w punktach centralnych

elementéw przyjmujac, ze w obrebie poszczegdlnych elementéw ma ona stalg wartosc,
sprowadza si¢ kubatury [8]:

J K
IJ.¢(V)G(p,V)dAV = z Z(I)(Vk)KE(pi’vk YA, (11¢)
hy Jj=lk=l1
gdzie:
vV (oY 1 (i) duyve) |
q)(vk):zu [ x\Vk J +( y k J +_( y k + x\Vk j . (llc*)
ox dy 2\ ox dy

4 Weryfikacja algorytmu MEB

Dogodnym modelem do weryfikacji sformutowanego wyzej zagadnienia
przeptywowego jest przeplyw Couette'a cieczy lepkiej pomiedzy réwnoleglymi
plaskimi $ciankami, pozostajacymi we wzglednym ruchu ze stala predkoscia.
W przeptywie Couette'a zaréwno profil predkosci ruchu cieczy, jak tez profil
temperatury w cieczy generowany dyssypacja energii w ruchu cieczy lepkiej jest
opisany zalezno$ciami analitycznymi [9, 10]:

M@):U%, (12a)
a 1 pu? y[ y]

Ty =22 YY)y | 12b
=)t (120)
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Obliczenia testowego zagadnienia przeptywowego przy uzyciu metody elementéw
brzegowych przeprowadzono w obszarze jednostkowym Ax=Ay=h= 1.0x1072 m,
przyjmujac warto$¢ wspotczynnika lepkosci dynamicznej W =1000.0Pa-s, warto$é
wspélczynnika przewodno$ci cieplnej A =0.1W/(m-K) oraz predko$¢ ruchu $cianki
U =0.01m/s temperaturg¢ $cianek i temperature strumienia cieczy Ts=1.0°C, przy
rownomiernym podziale brzegu rozpatrywanego obszaru odpowiednio na 400 i 800
elementéw liniowych oraz podziale obszaru AA =Ax-Ay  siatkg 50x50 i 100x100
prostokatnych elementéw =z wartosciami funkcji dyssypacji energii  P(x,y),
wyznaczonymi w punktach §rodkowych elementéw powierzchniowych.

Wartosci btedu numerycznego rozwigzania wzgledem obydwu poszukiwanych funkcji:
profilu predkosci u(y) i rozkladu temperatury 7'(y), rozumiane jako réznica wartosci
funkcji opisanej wzorem analitycznym f* i funkcji wartosci funkcji wyznaczonej
w rezultacie numerycznego rozwigzania f' odniesione do warto$ci rozwigzania
analitycznego (btad wzgledny):

5 =|(f“ — M/ £4]#100% . (13)
W przypadku liniowego rozktadu predkosci jednokierunkowego ruchu cieczy biad
numerycznego rozwigzania jest mniejszy niz 0.001%, natomiast profil temperatury
cieczy generowany rozproszeniem energii przedstawiono na rysunku 1. Bilad
numerycznego rozwigzania w odniesieniu do znormalizowanych (wzglednych)
warto$ci, przy jednostkowych przyjetych wyzej warto§ciach parametréw fizycznych
i sposobie dyskretyzacji brzegu i wnetrza rozpatrywanego obszaru, zestawiono
w tabeli 1.

Tab. 1. Profil temperatury w przeptywie Couette’a - blgd rozwigzania MEB
Tab. 1. Temperature distribution in the Couette flow - error analysis applied in BEM
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. | Rozwiazanie | Bigd met. | Rozwigzanie | Bigd met.

Wspolrz/gdne Rozwmzame MEB MEB MEB MEB

weziow analityczne

400 elementéw 800 elementéw
x y T T" T T" T
- - °C °C % °C %o
Siatka podziatu obszaru 50x50
0.50 | 0.00 0.00000 0.00000 0.0000 0.00000 0.0000
0.50 | 0.20 0.08000 0.07996 0.0500 0.07997 0.0375
0.50 | 0.40 0.12000 0.11996 0.0333 0.11997 0.0250
0.50 [ 0.050| 0.12500 0.12497 0.0240 0.12498 0.0216
Siatka podziatu obszarul100x100

0.50 | 0.00 0.00000 0.00000 0.0000 0.00000 0.0000
0.50 | 0.20 0.08000 0.07998 0.0250 0.07999 0.0125
0.50 | 0.40 0.12000 0.11998 0.0166 0.11999 0.0083
0.50 | 0.050| 0.12500 0.12498 0.0160 0.12499 0.0800
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Rys. 2. Profil temperatury - dyssypacja energii w przeptywie Couette'a; porownanie
rozwigzania MEB i analitycznego

Fig. 2. Profile of the temperature - energy dissipation in the Couette flow arises
from irreversible viscous work; comparison BEM and analytical
solutions

5 Przyktad obliczeniowy
Nizej zaprezentowano przyklady zastosowania przedstawionego algorytmu
obliczeniowego wyznaczania ruchu cieczy lepkiej, w tym pola predkosci i pola
temperatury, w plaskim ukladzie pomiedzy plaska Scianka poruszajaca si¢ ze staly
predkodcig inieruchomag $cianka profilowana. Przeptyw gliceryny w temperaturze
Ts=20.0°C (n=1.499 Pa-s, p=1261.08 kg/m3 A=0.2797 W/(mK) wyznaczono
odpowiednio:
(1) - w uktadzie dwéch $cianek odlegtych o h=2 mm z prostokgtnym progiem na
$ciance dolnej (nieruchomej) o wysokosci Ah=0.5 mm, przy predkosci U =0.60 m/s ;
(2) - w ukladzie dwdéch $Scianek odlegtych o h=2 mm z prostokatnym wglebieniem
$cianki dolnej (nieruchomej) o gtebokosci Ah=0.5 mm, przy predkosci U = 0.60 m/s .

Na rysunku 3a-b przedstawiono rezultaty obliczen MEB dla przypadku prostokatnego
progu, odpowiednio: pole predkosci (rys. 3a), pole temperatury (rys. 3c), natomiast
na rysunku 4a-b zaprezentowano graficzne wyniki obliczen MEB dla prostokatnego
wglebienia, odpowiednio: pole predkosci (rys. 4a), pole temperatury (rys. 4b).
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Rys. 3. Przeptyw w kanale nad prostokqtnym progiem generowany ruchem gornej scianki
- rogwigzanie MEB: a) pole predkosci, b) pole temperatury

Fig. 3. Flow through plane channel between flat plate and plate with rectangle obstacle
generated by upper plate uniform moving
- BEM solution: a) velocity field, b) temperature field
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Rys. 4. Przeptyw nad prostokqtnym zagtebieniem - rozwigzanie MEB: a) pole predkosci,
b) pole temperatury

Fig.4. Flow through plane channel between flat plate and plate with rectangle cavity
generated by upper plate uniform moving - BEM solution: a) velocity field,
b) temperature field

6 Podsumowanie

Prezentowany wyzej algorytm wyznaczania laminarnego ruchu cieczy lepkiej pomigedzy
dwiema réwnolegltymi $ciankami, $cianka ptaska i Scianka dowolnie profilowana,
generowanego jednostajnym ruchem S$cianki plaskiej, jest uzytecznym modelem
do komputerowej symulacji i numerycznego rozwigzywania wielu zagadnien
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tribologicznych [11] oraz do konstrukcji szeregu przyrzadow 1 urzadzen
w nanotechnice [12].

Uzycie metody brzegowych réwnan calkowych (metody elementéw brzegowych)
do matematycznego sformutowania zagadnienia przeptywowego 1 dyskretnego
rozwigzania réwnan opisujacych pola predkosci i temperatury umozliwia tworzenie
stosunkowo prostych algorytméw, znaczaco mniej czasochlonnych w maszynowej
realizacji obliczen w poréwnaniu z rozwigzaniami przy uzyciu metody réznic
skonczonych i elementéw skonczonych. Realizacja zagadnienia obliczeniowego przy
uzyciu metod siatkowych (MRS, MES [13,14]) wymaga generowania w analizowanym
obszarze siatek, rownolicznych z rozmiarem uktadéw algebraicznych réwnan liniowych
uzyskiwanych w ramach dyskretyzacji rownan rézniczkowych opisujacych zagadnienie.
Metoda réwnan brzegowych wymaga jedynie dyskretyzacji brzegu rozpatrywanego
obszaru, dopuszczajac przy tym dowolno$¢ jego ksztaltu, co prowadzi do mniej
licznych ukladéw algebraicznych réwnan liniowych, o dobrze uwarunkowanych,
z reguty, macierzach wspélczynnikéw, umozliwiajacych ich rozwigzywanie metodami
bezposrednimi [15].

Jakkolwiek w prezentowanym wyzej algorytmie obliczeniowym ma miejsce
wyznaczanie calki obszarowej, to w tym przypadku istotna jest dokladno$¢ jej
numerycznego obliczenia (kubatury), przy czym zadanie to nie naklada Zzadnych
szczegblnych uwarunkowan w zakresie wyboru weziéw kolokacji zadanych wartosci
catkowanej funkcji w elementach obszarowych, ktérymi moga by¢ elementy tréjkatne
lub dowolne elementy wielokatne. Nadto rozwigzanie zagadnien przepltywowych, jak
sformutowane wyzej, i podobnych przy uzyciu metody elementéw brzegowych daje
swobod¢ w zakresie ksztaltowania brzegéw obszaréw o zlozonej geometrii
w zagadnieniach przeplywowych ptaskich, jak tez przestrzennych.

Obliczenia zagadnien przeplywowych w zakresie przeptywéw newtonowskich cieczy
lepkich sa realizowane w Centrum Komputerowych Sieci Rozleglych Politechniki
Bialostockiej na wieloprocesorowej maszynie wirtualnej (16xXSEON 2,4GHz, 16 GB
RAM) przy wykorzystaniu oprogramowania sporzadzonego w Politechnice
Biatostockiej (programy sporzadzone przez autor6w opracowania w jezyku
programowania FORTRAN, modyfikowane i kompilowane w systemie maszyny
wirtualnej).
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Streszczenie

W opracowaniu przedstawiono algorytm rozwigzania zagadnienia przeptywowego
ptaskiego, laminarnego ruchu cieczy lepkiej pomiedzy §ciankami: ptaskg i profilowana,
generowanego wzglednym wzdhuznym ruchem $cianek przy uzyciu metody elementéw
brzegowych. Przedstawiono matematyczny opis zagadnienia przeplywowego i metode
wyznaczania pola predkosci cieczy i pola temperatury generowanego w izotermicznym
przeptywie cieczy lepkiej dyssypacja energii.

Stowa kluczowe: metoda elementéw brzegowych, przeptyw Stokesa, dyssypacja
energii
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Simulation of velocity and temperature fields
of viscous fluid flow
by using Boundary Element Method

Summary

In the elaboration was presents the algorithm of solution of the problem of two
dimensional, laminar viscous fluid flow between parallel plates: flat and arbitrary
profiled, whereat the flow is generated by longitudinal, steady moving of one
of the walls.

The problem was formulated and solved by using Boundary Element Method.
One introduced the mathematical description of the problem of flow and the method
of calculating of the velocity field of liquid and of the temperature field generated
in the isothermal flow of viscous fluid by dissipation of the energy.

Keywords: boundary element method, Stokes flow, viscous dissipation
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