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Wpływ degradacji poł

piezoelektrycznego z belk

1 Wstęp 
Jedną z możliwości wykorzystania elementów piezoelektrycznych jest odzyskiwanie 
energii elektrycznej z energii drga
piezoelektrycznych odbywa si
[5]. Warunki atmosferyczne 
pracy – mogą prowadzi
mianem degradacji połą
Uproszczony sposób modelowania degradacji sprowadza si
osłabienia warstwy kleju poprzez lokaln
dotyczą jedno- i dwustronnej
amplitudy pozyskiwanego napi
elektrycznej może być
ocenie stanu konstrukcji.

2 Rozpatrywany układ
Badany układ składa si
powierzchni elementem piezoelektrycznym i ciałem o masie skupionej, zamocowanym 
na swobodnym końcu (r

Rys. 1. Model badanego układu

Fig. 1. Model of the system analyse
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Wpływ degradacji połączenia generatora 

piezoelektrycznego z belką na pozyskiwaną

energię elektryczną 

ż ści wykorzystania elementów piezoelektrycznych jest odzyskiwanie 
energii elektrycznej z energii drgań mechanicznych [4]. Montaż generatorów 
piezoelektrycznych odbywa się najczęściej poprzez klejenie z układem podstawowym 
[5]. Warunki atmosferyczne – panujące stosunkowo duże naprężenia oraz długi cykl 

ą prowadzić do uszkodzenia warstwy łączącej. Zagadnienie okre
mianem degradacji połączenia jest tematem rozważań podjętych w niniejszym arty
Uproszczony sposób modelowania degradacji sprowadza się do celowego zabiegu 
osłabienia warstwy kleju poprzez lokalną zmianę wartości modułu Kirchhoffa. Badania 

i dwustronnej degradacji warstwy kleju oraz ich wpływu na warto
pozyskiwanego napięcia i zachowanie układu. Poziom pozyskiwanej energii 

że być także traktowany jako symptom diagnostyczny w bezinwazyjnej 
ocenie stanu konstrukcji. Artykuł jest kontynuacją tematu podjętego w pracy [6].

Rozpatrywany układ 
Badany układ składa się ze stalowej belki wysięgnikowej z przyklejonym do jej 
powierzchni elementem piezoelektrycznym i ciałem o masie skupionej, zamocowanym 

ńcu (rys. 1).  

 
1. Model badanego układu 

1. Model of the system analysed 
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Całkowita długość elementu piezoelektrycznego określona jest zmiennymi x1 i x4, 
generator rozłożony jest równomiernie na dwóch trzecich górnej powierzchni belki 
(por. [6]). Obszary degradacji połączenia zawarte są między x1 i x2, oraz x3 i x4. 
Wymuszenie układu realizowane jest poprzez harmoniczny ruch podpory w kierunku 
pionowym. 

Obliczenia obejmują lewostronne oraz obustronne osłabienie warstwy kleju. 
Porównanie wyników obliczeń uwzględnia przypadek uszkodzonej i nieuszkodzonej 
warstwy łączącej. Przyjęta w obliczeniach długość uszkodzonej warstwy kleju wynosi 
33% długości generatora piezoelektrycznego. 

3 Metoda analityczna 
Ogólne równanie drgań belki wysięgnikowej w układzie bezwzględnym 
przy wymuszeniu ruchem podpory można zapisać w postaci: 

���� ������� + 
� ��������
 + ����� ������ = 0 , (1) 

gdzie y(x,t) – ugięcie belki w bezwzględnym układzie współrzędnych, Eb, Jb, µb, ρb – 
odpowiednio moduł Younga, moment bezwładności przekroju poprzecznego, czas 
opóźnienia (zgodnie z modelem tłumienia Kelvina-Voigta), gęstość materiału belki, 
oraz b, tb – odpowiednio szerokość i grubość belki. 

Równanie (1) spełnia następujące warunki brzegowe, wynikające ze sposobu 
zamocowania i umieszczenia ciała o masie skupionej M na swobodnym końcu belki: 

��0, �� = �����;     �������� = 0;      ��!���!"��# = 0;    ���� ��$���$"��# = % �!���!  , (2) 

gdzie y1(t) – pionowe przemieszczenie podpory. 

Stosując podstawienie:  

���, �� = ����� + &��, �� , (3) 

w którym w(x,t) oznacza ugięcie belki w układzie względnym równanie drgań giętnych 
belki można zapisać w następującej formie: 

���� '�(&��, ����( + 
� �)&��, ����(�� * + ����� �!&��, ����! = −������,���� . (4) 

Warunki brzegowe (2) w układzie względnym można przedstawić w następującej 
postaci: 

&�0, �� = 0;      ��&�� ��� = 0;     ��!&��! "��# = 0;     ���� ��$&��$ "��# = % �!&��!   . (5) 

Równanie (4) rozwiązano metodą przepustowości widmowej. Rozwiązanie 
w dziedzinie częstotliwości przedstawiające ugięcie belki w zależności 
od przemieszczenia podpory można zapisać następująco: 
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./���, 0� = &��, 0����0� = 1 2343���0!03! − 0! + 5
�03!0  ,3  (6) 

gdzie An – amplituda drgań w przypadku n-tej postaci drgań, ωn – częstość drgań n-tej 
postaci, ω - częstość drgań układu, Wn(x) – funkcja własna n-tej częstości drgań. 

Natomiast przepustowość widmowa napięcia generowanego w zależności 
od przemieszczenia podpory ma następującą postać: 

.6��0� = 78�0����0� = −98 1 23:30!03! − 0! + 5
�03!03
  , (7) 

gdzie Sn – stała elementu piezoelektrycznego zależna od postaci drgań, określona 
wzorem: 

:3 = ; �!43�����!
#

 �8���<�  , (8) 

natomiast bp(x) – funkcja opisująca zmianę szerokości piezoelementu, Cp – stała 
elementu piezoelektrycznego obliczona na podstawie wzoru: 

98 = <$��8 =�� + �8>2@   , (9) 

w którym odpowiednio d31 – stała piezoelektryczna, Ep – moduł Younga elementu 
piezoelektrycznego, tb – grubość belki, tp – grubość piezoelektryka, c – pojemność 
elektryczna piezoelementu dana wzorem: 

@ = 28 A$$�8   , (10) 

gdzie Ap – efektywna powierzchnia elektrody, ε33 – przenikalność dielektryczna. 

W obliczeniach równania drgań (4) układu posłużono się środowiskiem Wolfram 
Mathematica 7.0. Sposób rozwiązania równań drgań belki można porównać między 
innymi z przedstawionym w publikacjach [2] i [6]. Uzyskane wyniki porównano  
w rozdziale 5 z wynikami otrzymanymi metodą elementów skończonych. 

4 Metoda elementów skończonych 
Obliczenia metodą elementów skończonych przeprowadzono w systemie ANSYS, 
stosując elementy ośmiowęzłowe. Belka stalowa zamodelowana została za pomocą 
elementów Solid45, natomiast generator piezoelektryczny za pomocą elementów 
Solid5, które posiadają dodatkowe elektryczne stopnie swobody. Warstwę kleju 
zamodelowano elementami Solsh190, pozwalającymi na duże odkształcenia (por. [1]). 
Ciało o masie skupionej zastąpiono elementem Mass21, zamocowanym w ustalonym 
punkcie (z ang. keypoint) i związanym z belką tak, że przemieszczenie końca belki jest 
tożsame z przemieszczeniem masy skupionej. W miejscach połączeń piezoelementu, 
warstwy kleju i belki związano przemieszczenia sąsiadujących ze sobą węzłów. 
Elektrody elementu piezoelektrycznego zamodelowano poprzez połączenie 
elektrycznych stopni swobody węzłów znajdujących się na wspólnej (górnej bądź 
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dolnej) powierzchni generatora. Przyj
właściwości materiałowe modelu MES i modelu 
elementów skończonych została dobrana tak, by zapewni
przy jednoczesnym ograniczeniu czasu oblicze
realizowane jest harmoniczną w czasie zmian
podpory. Na podstawie analizy modalnej wy
Charakterystyki amplitudowo-czę
harmonicznej modelu belki wysię
 

Rys. 2. Model MES belki z widoczną
Fig. 2. FEM model with finite element grid

5 Wyniki 
Na wstępie przeprowadzono obliczenia modelu bez warstwy kleju metod
skończonych i metodą analityczn
Obliczenia te miały charakter wa
warstwę kleju oraz przeprowadzono badania symulacyjne w przypadku warstwy 
nieuszkodzonej i o obniżonych wzdłu
Kirchhoffa. 
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dolnej) powierzchni generatora. Przyjęto jednakowe, przedstawione w tabeli 1, 
ci materiałowe modelu MES i modelu analitycznego. Gęstość siatki (rys. 2) 

została dobrana tak, by zapewnić poprawność modeli MES 
przy jednoczesnym ograniczeniu czasu obliczeń. Wymuszenie belki wysięgnikowej 

ą w czasie zmianą amplitudy przemieszczenia pionowego 
podpory. Na podstawie analizy modalnej wyznaczono częstości drgań własnych układu. 

częstotliwościowe uzyskano na podstawie analizy 
harmonicznej modelu belki wysięgnikowej [7].  

 
2. Model MES belki z widoczną siatką elementów skończonych i elektrodą górną 

FEM model with finite element grid and upper electrode shown 

pie przeprowadzono obliczenia modelu bez warstwy kleju metodą elementów 
ą analityczną oraz porównano ze sobą wyniki obu metod. 

Obliczenia te miały charakter walidacyjny. Następnie do modelu MES wprowadzono 
 kleju oraz przeprowadzono badania symulacyjne w przypadku warstwy 

żonych wzdłuż brzegów piezoelektryka wartościach modułu 
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Tab. 1. Podstawowe parametry geometryczne i materiałowe 

Tab. 1. Basic geometrical and material parameters 

 Belka Generator-PZT Klej 
Wymiary (mm) 270×25×1 180×25×0,2 180×25×0,2 
Moduł Younga (Pa) 2,16⋅1011 6,3⋅1010  
Liczba Poissona 0,33 0,3 0,3 
Moduł Kirchhoffa (Pa)   5⋅106 
Gęstość (kg/m3) 7800 7280 1170 
Współczynnik tłumienia (s) 2⋅10-5  5⋅10-5 
Położenie generatora (mm)  x1=1 

x2=zmienne 
 

Stała d31 (m/V)  1,90⋅10-10  
Stała d33 (m/V)  4,25⋅10-10  
Stała d15 (m/V)  5,06⋅10-10  
Przenikalność dielektryczna(F/m)  8,85⋅10-12  
Ciało o masie skupionej (kg) 0,05   

 

 
Rys. 3. Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa. Porównanie wyników metody 

analitycznej i metody elementów skończonych 

Fig. 3. Amplitude-frequency characteristic. Comparison of both analytical method 
and finite element method results 

 
Na rysunku 3 przedstawiono porównanie wyników obliczeń otrzymanych metodą 
analityczną i metodą elementów skończonych. Liniami ciągłą i przerywaną (kreska-
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kropka) przedstawiono charakterystyki amplitudowo-częstotliwościowe pozyskiwanego 
napięcia w przypadku zastosowania modelu bez warstwy kleju. Otrzymane 
charakterystyki wykazują podobny kształt i zbliżone wartości amplitudy 
pozyskiwanego napięcia. Niewielkie różnice wynikają ze sposobu modelowania 
elementu piezoelektrycznego w dwóch porównywanych metodach. Wprowadzając 
warstwę kleju, otrzymano charakterystykę dynamiczną (linia kreskowana) o niższej 
wartości maksymalnej amplitudy napięcia występującej przy niższej częstości drgań 
układu. Fakt ten wynika z obniżenia globalnej sztywności, a także ze wzrostu tłumienia 
materiałowego i masy układu. 

Charakterystyki amplitudowo-częstotliwościowe przedstawione zostały na rysunku 4. 
Wyniki te uzyskano, przeprowadzając obliczenia w programie MES. Zestawiono 
ze sobą wyniki obliczeń uwzględniające nieuszkodzoną warstwę kleju oraz z jedno-  
i dwustronną degradacją połączenia. Uszkodzenie warstwy zamodelowano poprzez 
zmianą wartości modułu Kirchhoffa na krawędziach piezoelementu. Linią ciągłą 
przedstawiono wynik obliczeń w przypadku nieuszkodzonej warstwy kleju. Liniami 
przerywanymi kolejno jedno- i dwustronną degradację warstwy łączącej. 

 
Rys. 4. Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa, lewostronna degradacja kleju 

– linia kropkowana, obustronna degradacja – linia kreskowana 

Fig. 4. Amplitude-frequency characteristic, left side glue layer degradation – dot 
line, both side glue layer degradation – dashed line 

Lewostronne i obustronne uszkodzenie warstwy kleju (por. [3]) w widoczny sposób 
zmniejsza wartość maksymalną generowanego napięcia oraz częstość drgań własnych 
układu. Wartość pozyskiwanego napięcia jest tym mniejsza, im mniejszy jest moduł 
Kirchhoffa uszkodzonej warstwy łączącej. Istotny wpływ na poziom generowanej 
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energii elektrycznej ma położenie nieuszkodzonej części piezoelementu względem 
obszaru belki o największej krzywiźnie. 

6 Wnioski 
Opracowano modele belki wysięgnikowej z idealnie zamocowanym generatorem 
piezoelektrycznym i ciałem o masie skupionej na swobodnym końcu. Porównano 
charakterystyki amplitudowo-częstotliwościowe pozyskiwanego napięcia wyznaczone 
metodą analityczną i metodą elementów skończonych. 

Wprowadzono warstwę kleju oraz przeprowadzono obliczenia w przypadku warstwy 
niezniszczonej, jak również zdegradowanej jedno- i dwustronnie, a następnie 
przedstawiono wpływ uszkodzenia na charakterystyki amplitudowo-częstotliwościowe 
napięcia. 

Obniżanie wartości modułu Kirchhoffa warstwy zdegradowanej powoduje zmniejszenie 
maksymalnej wartości pozyskiwanego napięcia i przesunięcie charakterystyki 
dynamicznej w kierunku mniejszych częstości drgań. 

Na poziom generowanego napięcia istotny wpływ ma wartość krzywizny belki 
w obszarach degradacji kleju, co można zauważyć, zestawiając ze sobą wartości 
charakterystyk amplitudowo-częstotliwościowych z rysunku 4. Zatem większy wpływ 
na charakterystyki dynamiczne ma uszkodzenie warstwy kleju bliżej krawędzi 
mocowania belki wysięgnikowej. 
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Streszczenie 
Efektywność odzysku energii elektrycznej z energii drgań mechanicznych zależy 
między innymi od jakości połączenia pomiędzy generatorem piezoelektrycznym 
a belką. W niniejszym artykule przeprowadzono obliczenia belki wysięgnikowej 
wymuszonej ruchem harmonicznym podpory. Porównano wyniki otrzymane metodą 
analityczną i metodą elementów skończonych. Skupiono się na wpływie degradacji 
połączenia na charakterystyki dynamiczne układu i odzyskiwane napięcie. Porównano 
charakterystyki amplitudowo-częstotliwościowe w przypadku uszkodzonej  
i nieuszkodzonej warstwy kleju. Przeprowadzono badania w zależności od położenia 
obszaru degradacji i stopnia zniszczenia warstwy kleju.  

Słowa kluczowe: piezoelektryk, MES, ANSYS, pozyskiwanie energii elektrycznej, 
degradacja kleju 

Influence of the piezoelectric generator-beam 
coupling degradation on energy harvesting 

Summary 

Efficiency of energy harvesting depends on the coupling of the piezoelectric generator 
and the beam. Calculations of the cantilever beam excited by harmonic movement 
of the support has been executed in this article. Comparison of the results performed by 
analytical method and finite element method has been done. Influence on dynamic 
behavior of the system and generated voltage caused by glue layer degradation was 
made. Amplitude-frequency characteristics has been compared for damaged 
and undamaged glue layer. Placement and degree of damage of the glue layer was 
researched in case of effect onto generated voltage. 

Keywords: piezoelectric, FEM, ANSYS, energy harvesting, glue degradation 


