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Wplyw podzialu obszaru wielospdjnego
na dokladnos$¢ rozwigzania
w metodzie elementéw brzegowych

1 Wprowadzenie

Metoda elementow brzegowych (MEB) nalezy do najbardziej znanych metod
rozwigzania calkowego réwnania brzegowego w zagadnieniach inzynierskich.
Obliczenia numeryczne wykonane przy uzyciu Metody Elementéw Brzegowych
pozwalaja na zmniejszenie ukiadu réwnan zagadnienia o rzad wielkos$ci, w stosunku
do metod siatkowych. Jest to niewatpliwie zaleta metody. Jednak, mimo tej
powszechnie znanej zalety metody elementéw brzegowych, nie doczekata si¢ ona dotad
tylu zastosowan komercyjnych, co metody siatkowe.

Artykul jest po$wigcony zagadnieniu wplywu podziatlu obszaréw niejednorodnych,
pozostajacych ze soba w kontakcie cieplnym, na doktadnos¢ rozwigzania w metodzie
elementéw brzegowych.

2 Réwnanie opisujace proces ustalonego przewodzenia ciepla

Proces ustalonego przewodzenia ciepta w substancji statej dla kilku obszaréw
niejednorodnych pozostajacych ze soba w kontakcie cieplnym w przestrzeni

dwuwymiarowej (R) — w obszarze wielospjnym (A), sktadajacym si¢ z (n)
podobszaréw (rys. 1), ograniczonym zamknigtg linig brzegowa (L) — mozna

W uproszczonym  ujeciu  opisa¢ rOéwnaniami  przewodzenia ciepla [1,2]:
w poszczegdlnych podobszarach:

VZT(mn)zo ; m=m(x,,y,)€ AUA, (D
z warunkami brzegowymi:
- wyznaczajacymi rozklad temperatury na zewnetrznej czesci brzegu (L) :
Tl o, =f, () 5 ped), (1a)
- wynikajacymi z postulatu ciggloéci strumienia ciepta na czg$ci wewnetrznej
brzegu (L)) pozostajacej w kontakcie z pozostalymi strukturami ukfadu:
oT (m,,)
on,

o lm,—p,

=g, (p) 5 pedy) . (1b)
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Rys. 1. Przyktadowy obszar sktadajgcy sie z trzech obszarow niejednorodnych
Fig. 1. An example of an area consisting of three heterogeneous areas

3 Réwnania catkowe opisujace proces ustalonego przewodzenia
ciepla w obszarze niejednorodnym

Obliczenia przeprowadzono, przyjmujac modelowy obszar (rys. 1) skladajacy si¢
z trzech podobszaréw.

Przyjeto nastgpujace oznaczenia:

- T(p;),q(p;) - Wwartoci temperatury i strumienia ciepta na linii brzegowej (L)
zewnetrznej obszaru (Ap),

T(p,),q(p,) - Wwartodci temperatury i strumienia ciepla na linii brzegowej (I5)
zewnetrznej obszaru (A,),

- T(p3),q(p3) - wartosci temperatury i strumieni ciepta na linii brzegowej (I%)
zewnetrznej obszaru (Aj),
- T(P12).9(P12) : T(P21),q(py;) - wartosci temperatury i strumienia ciepta na liniach

brzegowych (Lj5) i (Ly;) wewngtrznych, migdzy obszarami A; 1 A,,

- T(p13),9(P13) ; T(P31),9(P31) - wartosci temperatury i strumienia ciepta na liniach
brzegowych (Li%) i (U3Vl) wewnetrznych, migdzy obszarami A 1 Aj,

- T(Pr3),9(P23) : T(P32),q(P3y) - wartosci temperatury i strumienia ciepta na liniach

brzegowych (Lb3) i (L35) wewnetrznych, migdzy obszarami A, .1 As.

Ustalone pole temperatury w rozpatrywanym obszarze wielospdjnym opisuje ukiad
trzech réwnan catkowych:
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w metodzie elementéow brzegowych

5 5

+Iﬂ%0ﬂmﬂmﬂﬁm‘IT@mH@y%Oﬂml

L3 L3
+ j 4(a32)G(P3.932 ) dLys, — I T(q32)H (p3.932)dLg;,

L3 L3,

gdzie
1 . _ 2 2
G ) =30 i =G = 50>+ O = )
H(pn,qm)=aG(§"’q”’): 9GPy ) D | OGPr-Gm) A |
n,, 0x,, dl, oy, dl

T(py)= J“I(QDG(Pl,%)quI - IT(Ql)H (pr-a;)dLy,
i i
+I 9(412)G(p1.q12) Ly, — I T(q12)H (P q12) dLgy,
I I
+I q(413)G (1.3 )ALy 5 — I T(q13)H (p1.q13) dLy
I3 Iy
T(py)= J‘Q((l2)G(p2’q2)qu2 - IT(Qz)H (P2.a2)dLy,

I3 I3

2 2

+I 4(421)G (P2.421 ) dLy,, — I T(421)H (P2.421)dLg,,
L3 L3

+ I 4(923)G (P2.923) dLg; — I T(43)H (P2.923)dLg,,
2, i3

T(p3)= jQ(Q3)G(P3vQ3)qu3 +—IT(Q3)H(P37(13)qu3

(22)

(2b)

(20)

(2%

(2%%)
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Przy czym z warunku cigglo$ci strumienia ciepla i temperatury wewnetrznych liniach
brzegowych rozgraniczajacych podobszary wynikaja zaleznosci:

q(q21) = _q(qlz) 5 T((l21) = T(qlz)
Q(qm) = _q(qﬂ) 5 T(qn) = T(qﬂ) (3)
q(qzz) = _Q(qu) 5 T(ng) = T(qu)

Uktad réwnan catkowych (2) rozwigzuje si¢ numerycznie, sprowadzajac go
do systemu algebraicznych réwnan liniowych [3] wzgledem niewiadomych:
rozkladu temperatury i gestosci strumienia ciepta na elementach brzegowych.

4 Przyktady obliczeniowe

W celu poréwnania i wykazania wptywu podzialu na wynik rozwigzania numerycznego
wyznaczono wartosci temperatur w punktach wewnetrznych obszaru, przy réznym
stopniu podzialu obszaru na podobszary, przy zalozonych warunkach brzegowych.
Analizowano obszary wypukte oraz wklesto-wypukle.

Przyklad 1 - obszar wypukly

A g=0 W/m
m
1,0
A B °T=20°
T=0°C 10 T=20C
2°g=10 W/m
=0 W/m 2,0

Rys. 2. Szkic do przyktadu nr 1. Obszar wypukty — brak podziatu na podobszary
Fig. 2. Sketch for example no. 1. Convex area - no division into subdivisions

A
m g=0 W/m g=0 W/m
1,0 A B
obszar obszar
ot nrl nr2 1°T=20°C
- 2° =10 W/m
q=0 W/m 2,0

Rys. 3. Szkic do przyktadu nr 1. Obszar wypukty — podziat obszaru na 2 podobszary
Fig. 3. Sketch for example no. 1. Convex area — division area for two subdivisions

Na rysunkach (rys. 2 i 3) symbole 1° oraz 2° dotycza przyjetych warunkéw brzegowych,
odpowiednio dla analizowanych obliczen. Rezultaty obliczen dla przypadku pierwszego
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(1°) zostaty przedstawione na wykresie ponize;j.
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Wykres 1. Strumien ciepta na odcinku A-B (rys. 2, 3)
Graph 1. The heat flux in the section A-B (fig. 2, 3)
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Wykres 2. Btgd wzgledny rozwigzania wzdtuz odcinka A-B (rys. 2, 3)
Graph 2. The relative error of calculation along the segment A-B (fig. 2, 3)
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Wykres 3. Wartos¢ temperatury na odcinku A-B (rys. 2, 3)
Graph 3. Temperature in the section A-B (fig. 2, 3)

267



Piotr RYNKOWSKI

0,14%
0,12%
2 /’/\W\/\
010% 1| ] s
e O S SIS S
0,08%
0,06%
0,04%
0,02%
0,00%
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00
—— Btad rozwiazania

Wykres 4. Btqd wzgledny rozwigzania wzdtuz odcinka A-B dla temperatury (rys. 2, 3)
Graph 4. The relative error of calculation along the segment A-B for temperature
(fig- 2, 3)

Przyklad 2 - obszar wklesto-wypukly

g=0 W/m

m 1 Al 1°T=200C

5.0 2°g=8 W/m
g=0 W/m

g=0 W/m g=0 W/m
g=0 W/m
C o
Pl 1o0°C

9=0 W/m 11,0 m

Rys. 4. Szkic do przyktadu nr 2. Obszar wklesto-wypukty — brak podziatu na podobszary

Fig. 4. Sketch for example no. 2. Concave-convex area area - no division into
subdivisions q=0 W/m

| °T = ©
m A L — obszarnr3 A 10 T=200°C
50 2°q=-8 W/m
ob g=0 W/m
sz
=0 W/m ar g=0 W/m
nr g=0 W/m
C D (o]
"""""""""""""""""" obszarnr2 - T=0"C
q=0 W/m 11,0 m

Rys. 5. Szkic do przyktadu nr 2. Obszar wklesto-wypukty — podziat obszaru na 3 podobszary

Fig. 5. Sketch for example no. 2. Concave-convex area — division area for three
subdivisions
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Wykres 5. Strumien ciepta na odcinku A-B-C-D (rys. 4, 5)
Graph 5. The heat flux in the section A-B-C-D (fig. 4, 5)
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Wykres 6. Blgd wzgledny rozwigzania wzdhuz odcinka A-B-C-D (rys. 4, 5)
Graph 6. The relative error of calculation along the segment A-B-C-D (fig. 4, 5)
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Wykres 7. Wartos¢ temperatury na odcinku A-B-C-D (rys. 4, 5)
Graph 7. Temperature in the section A-B-C-D (fig. 4, 5)
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Wykres 8. Btqd wzgledny rozwigzania wzdtuz odcinka A-B-C-D dla temperatury (rys. 4, 5)

Graph 8. The relative error of calculation along the segment A-B-C-D for temperature
(fig. 4.5)

Przyklad 3

W  trzecim przykladzie przedstawiono mostek cieplny rzeczywistego obiektu
wykonanego w technologii drewnianej [4] (struktura, rys. 6)

Rys. 6. Struktura obszaru wielospdjnego (strona lewa) i wyznaczone pole temperatury
(strona prawa)

Fig. 6. The structure of the multidomains area (left) and set the temperature field (right)

Analizowany mostek cieplny podzielono w pierwszym przypadku na 9, aw drugim
na 14 podobszaréw (rys. 7).
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Rys. 7. Podziat obszaru na 9 (lewa strona) i 14 podobszaréw (prawa)
Fig. 7. Area division for 9 (left) and 14 sub-areas (right)

Wyniki obliczen numerycznych

Réznica temperatur A® 25 25 K

Liniowy wsp6tczynnik

ST ¥, -0,045 -0,046 W/ (mK)
przenikania ciepta
Minimalna temperatura na
powierzchni wewngtrznej Omin 18,27 17,05 °C

przegrody

Czynnik temperatury
liniowego mostka cieplnego frsi 0,931 0,882 -
na wewngtrznej powierzchni
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Wykres 9. WartoS¢ temperatury na odcinku A-B (rys. 6)
Graph 9. Temperature in the section A-B (fig. 6)
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Wykres 10. Strumien ciepta na odcinku A-B (rys. 6)
Graph 10. The heat flux in the section A-B (fig. 6)

Przyklad 4

W celu weryfikacji doktadnosci rozwigzania przeanalizowano dwuwymiarowe
przewodzenie ciepla dla przykladu przedstawionego w normie EN ISO 10211:2007
»Thermal bridges in building construction — Heat flows and surface temperatures —
Detailed calculations™ [5] (Mostki cieplne w konstrukcjach budowlanych - Strumienie
ciepta itemperatura powierzchni — Obliczenia szczegétowe). Wyniki obliczen przy
réznym podziale obszaru na podobszary, wykonane przy uzyciu metody elementow
brzegowych, poréwnano z wynikami uzyskanymi metodami siatkowymi,
zamieszczonymi w przywotanej normie [6].

Te=0°C
A Rse = 0,06 m*K/W Lp
S < ie
F ! ! Rys. 8. Przyktad obliczeniowy zamieszczony
! kK ! w normie EN ISO 10211:2007
' 3 ' Fig. 8. Example of calculation set out in
' ' ENISO 10211:2007
i M
He %1

B\i
T=20°C

Rs = 0,11 m*K/W
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Wykres 11. Wartosci temperatur w poszczegolnych punktach (rys. 8)
Graph 11. Temperatures at various points (fig. 8)
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Wykres 12. Blgd wzgledny rozwigzania w poszczegolnych punktach (rys. 8)
Graph 12. The relative error for each point solution (fig. 8)

5 Whnioski

Dla przyktadu obliczeniowego nr 1, btad wzgledny rozwigzania (jako warto$¢
odniesienia przyjeto warto$¢ przy braku podzialu obszaru na podobszary, rys. 2) jest
ponizej 0,12%. W tym przypadku, dla dwéch prostych obszaréw niejednorodnych,
mozna stwierdzi¢, ze podzial obszaru na dwa podobszary nie wptywa na wynik
rozwigzania. W przyktadzie nr 2 blad rosnie do 1,2%. Wynika to ze wzrostu zlozonosci
obszaru. Z punktu widzenia inzynierskiego wyznaczony blad wzgledny w postaci
krzywej (wykres 6 oraz wykres 8) jest do przyjecia. Dla obszaréw ztozonych (rys. 8),
przy podobnym stopniu dyskretyzacji brzegu, mozna stwierdzi¢, ze podzial obszaru na
podobszary wplywa na wynik rozwigzania. Dla przypadku nr 4 btad wzgledny
rozwigzania (przyjeto, ze wartosciami odniesienia s3 wyniki obliczen otrzymane za
pomocg metod siatkowych, przedstawione w normie [5]) rozwiazania dochodzi do 12%
(wykres 12). Jest to stosunkowo duzy blad i w tego typu obliczeniach nie do
zaakceptowania. Na podstawie wykonanego eksperymentu numerycznego nie mozna
stwierdzi¢ jednoznacznie, jakie sg przyczyny btedu — na ile wplyw na rozwigzanie ma
stopien dyskretyzacji brzegu przy réznym stopniu podzialu obszaru na podobszary,
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a na ile sam stopien podziatu obszaru na podobszary.

Wptyw podziatu obszaru wielospdjnego na dokladno$¢ rozwiazania w metodzie
elementéw brzegowych wymaga dalszych badan. Na podstawie przyktadu nr 4 mozna
stwierdzi¢ jednoznacznie, ze doktadniejszy podzial obszaru daje doktadniejsze wyniki.
Z punktu widzenia inzynierskiego odpowiedni podziat obszaru na poszczeg6lne obszary
jest istotny, gdyz wptywa na wynik obliczen numerycznych
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Streszczenie

Artykut przedstawia eksperyment numeryczny, ktéry jest probg odpowiedzi na pytanie,
jaki jest wptyw podzialu obszaru wielosp6jnego na podobszary na doktadnos¢
rozwigzania w metodzie elementéw brzegowych. Poréwnujac wyniki obliczen
numerycznych do wynikéw metod siatkowych, obserwuje si¢ wpltyw podzialu obszaru
na podobszary, zwlaszcza w obszarach o zlozonej geometrii. W artykule przedstawiono
przyktady obszaréw o réznym stopniu ztozonosci. Na podstawie przyktadéw mozna
stwierdzi¢, ze wplyw ten istnieje i zagadnienie wymaga dalszych badan.

Stowa kluczowe: metoda elementéw brzegowych, obszary niejednorodne, doktadno$é
rozwigzania
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Effect of dividing the area for the accuracy
of solution in the boundary element method

Abstract

This paper presents the numerical experiment, which attempts to answer the question,
what is the effect of dividing the area into multi-domains area for the accuracy
of the solution in the boundary element method. Comparing the results of the numerical
calculations with mesh methods, it is shown the effect of dividing the area into multi-
domains, particularly in areas with complex geometry. The paper presents examples
of areas with different levels of complexity. Based on the examples it can be concluded
that this effect exists and issue requires further study.

Keywords: boundary element method, heterogeneous areas, the accuracy of solutions

Opracowanie zrealizowane w ramach pracy statutowej S/WBIS/5/2011.
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