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Algorytm MEB konwekcji wymuszonej
w przeplywie przez przewody prostoosiowe

1 Wstep

W wielu urzadzeniach i systemach przeptywowo-cieplnych ma miejsce wymiana ciepta
w przeptywach wielofazowych lepkich ptynéw newtonowskich i nienewtonowskich.
Do opisu zlozonych zjawisk przeptywowych i cieplnych formuluje si¢ ztozone opisy
matematyczne, czestokro¢ z udzialem formut empirycznych ograniczajacych praktyczng
stosowalno$¢ tych teorii [1,2]. W nowoczesnych rozwigzaniach technicznych
przeptywy tego typu wystepuja w mikro- i minikanatach w formie przeptywéw
dwufazowych ciecz-gaz (rys.l), ciecz-ciecz, ciektych metali oraz w materiatach
porowatych [3,4]. Laminarne przeptywy dwufazowe o specyficznym charakterze
rozdziatu faz sg okre§lane mianem przeptywéw korkowych lub ttokowych [5,6,7].

Rys. 1. Laminarny przeptyw korkowy glikol etylenowy-powietrze
Fig. 1. Laminar slug flow segmented ethylene glycol-air

Przedmiotem opracowania jest analiza charakterystyk przeptywowych i cieplnych,
tj. wyznaczenia pol predkosci i temperatury oraz liczb kryterialnych (liczba Nusselta)
fazy cieklej w laminarnym przeptywie wielofazowym ciecz-gaz przez przewdd
prostoosiowy o dowolnym ksztalcie przekroju poprzecznego W jednokierunkowym
ustalonym przeptywie przez przewdd prostoosiowy sktadowa predkosci wzdtuz osi
przewodu u, jest stata w catym przekroju przewodu, natomiast skladowe u, i u, sa

rowne zeru. Zakladajac stala wzdluz osi przewodu ggsto$¢ strumienia ciepta
g, =—A0T/dz =—AAT, = const , rbwnanie energii mozna przedstawi¢ w postaci [8]:

pc
V2T=TPATZMZ , M
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gdzie: p jest gestoscia cieczy, c, cieplem wlasciwym przy stalym ci$nieniu, natomiast
A jest wspétczynnikiem przewodzenia ciepta.

Wyznaczenie pola temperatury i pola predkosci umozliwia wyznaczenie podstawowej
charakterystyki cieplnej w przeplywach z przejmowaniem ciepta, liczby kryterialnej
Nusselta, bedacej stosunkiem konwekcyjnego transportu ciepta do konduktywnego
transportu ciepta w przeptywie:

_ a_L _ 4 Dy,

N —
! A ;“(TY_Tm)

@)
gdzie a jest wspdlczynnikiem przejmowania ciepta, A  wspéiczynnikiem
przewodzenia ciepta ptynu, L wymiarem charakterystycznym w przeptywie, natomiast
Dy, oznacza charakterystyczny wymiar geometryczny przeplywu (definiowany jako
iloraz pola przeptywu i dlugoéci obwodu styku cieczy ze S$cianka przewodu),
Dy, =4A/L), g, jest $rednig wartoscia strumienia ciepta na $ciance przewodu:

1
qs = ZIQ(Q)qu :pcp ATZMZ 4= q(x, y) el , (221)
L
bowiem w rozwazanym przypadku przeptywu korkowego u, =u,(x,y)=const),

natomiast 7T, i 7,, oznaczaja odpowiednio temperature $cianki przewodu i $rednig

m
masowa temperature ptynu:

1 —
=4 [romaay s wewcipea @b
A

Rys. 2. Szkic do analizy zagadnienia brzegowego przeptywu przez przewdd prostoosiowy
Fig. 2. Sketch analysis of boundary conditions for duct flow
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Podstawowymi warunkami brzegowymi dla r6zniczkowego réwnania (1) opisujacego
rozklad temperatury w polu przeptywu, stawianymi na $ciankach, sa temperatura
i strumien ciepta. W przypadku zadanej temperatury na brzegu L wyznaczana liczba
Nusselta okre$lana jest w ramach definiowanego w literaturze problemu [9]
zagadnienia H1 (warunek brzegowy Dirichleta), natomiast w przypadku strumienia
ciepta na brzegu L - zagadnienia H2 (warunek brzegowy Neumanna). Prezentowany
w opracowaniu algorytm jest funkcjonalny zaréwno dla zagadnien H1 i H2, jak i dla
warunku mieszanego H3 (warunek brzegowy Robina).

2 Brzegowe réwnania catkowe konwekcji wymuszone;j

w laminarnym przeptywie przez przewody prostoosiowe
Calkowe sformulowanie zagadnienia opisanego réwnaniem rézniczkowym (1) w polu
(A), ograniczonym ciagtym brzegiem (L=LpULy) zfizycznymi warunkami

brzegowymi opisujacymi na czeSci brzegu Ly, jest zadang temperaturg

T(p)|pe = T,(p), ana czgsci brzegu Ly zadany strumien ciepta q(p)|pE Iy =q,(p)
prowadzi do réwnania catkowego:
2T (p)+ j T(@)H (p,q)dLy + I T (@) H (p.q)dLy =
Lo Ly
1 1 pcp G | 3)
7 q(@)G(p,q)dLy il K2 (@OG(p.q)dLy _TATZMZ P.w)
Ly LQ

p.qe L;we A
gdzie P(xp, ¥p) i q(xg,¥q) 52 odpowiednio punktem ustalonym i punktem biezacym

catkowania, a funkcje G(p,q) i E(p,q) sa rozwigzaniami podstawowymi:

1 1 [
G(p’q) =—-1In {_] > rpq = |P—Q| = (Squ)z +(8ypq )2 > (31)

27 rpq
G (p., 1 Oxyq7yg + OVpgt
Hp.q) = P9 _ 1 %pgyq - paxq 34
ng 21 ha

dy, Ox, .
przy czym: Sxpq =(xp —%xq): Vpq = (p = Vg) > ng :[nxq,nyq}={5;,&z:l, Jest
q

wektorem normalnym do granicy (L) w punkcie q(x ), natomiast wspotczynnik

9> Yq
x(p) przy wydzielonej wartosci T'(p) w punkcie osobliwym na gladkiej czgsci brzegu
(L) jest réwny 1/2, za$ @(p,w) jest catka powierzchniowa po obszarze A
ograniczonym brzegiem L:
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6(p,w) = J‘ IG(p,w) dA,, . 3
A

Stosujac warunek brzegowy zakladajacy zadang warto$¢ temperatury na S$ciance
przewodu T(q)=T,(q);qe L, otrzymuje si¢ réwnanie catkowe gestosci strumienia

ciepta na brzegu obszaru:

J‘q(q)G(p,q)qu = %/Ws P)+ ﬂst (@H (p.q)dLy ~ pcpAT,u, 6(p,W) . (4a)
L L

Stosujac warunek brzegowy zakladajacy zadang gesto§¢ strumienia ciepta na $ciance
przewodu ¢(q) =g,(q); q€ L, otrzymuje si¢ réwnanie catkowe rozktadu temperatury

na brzegu obszaru:

1
Z@)T(P)+ I T(@H (p.@)dlq =~ I 45 (G (P, q)dLy +%ATZMZ@(1),W) (b

L L

Po wyznaczeniu warto$ci brzegowych: temperatury 7'(p) > p€ L 1 strumienia ciepta
q(p) > pe L temperatur¢ w wewnetrznych punktach v=v(x,y)e A w obszarze A
wyznacza si¢ ze zwigzku catkowego:

T(v)= j T(QH (v.q)dL —ﬂq(q)G(mq)qu —”—;"Arzuz Gv,w) ;

L L )

qe L;w,ve A.

Gesto$§¢  strumienia ciepta wewnatrz przewodu mozna wyznaczy¢ przez
zrézniczkowanie funkcji podcatkowych w zwiazku catkowym (5):

oT
an=-27 =2 I T(@H (v, q)dLy + Iq(q)Gx(v,q)qu -
v 7 T (6a)
+ pcpAT,u, @x(v,w)
oT
g, =-27 = —ﬂjT(q)Hy(v,qMLq +J‘q(q>Gy(v,q>qu -
7l L L (6b)
+ pcpAT,u, @y (v,w)
gdzie:
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)
Hx(p,q)=$H(p,q)

0
; Hy(p,q9)=—H(p,
y(P,q) > (p.9)

0 ' d ' ©%
Gp.@)=--Gp.9) i GP.9=--Gp.9
X q dy q
. 2 2
Ostatecznie q(v)= \/(qx(v)) + (qy (v)) . @)

3 Weryfikacja numerycznego modelu MEB

W celu weryfikacji prezentowanego algorytmu wyznaczono kryterialne liczby Nusselta
dla zagadnienia H1 przeptywu jednorodnego w przewodach o przekroju poprzecznym
wielokata foremnego i poréwnano je z rezultatami otrzymanymi w pracy [10].
Obliczenia wykonano dla przekrojow: tréjkatnego, kwadratowego, sze$ciokatnego,
o$miokatnego i okregu.

Btad MEB wyznaczono ze wzoru:

SNugy =|NMH1“°] — M wp |*100% . ®)

Nugiq10)
gdzie: Nuy; mpp jest wartoscig liczby Nusselta wyznaczong metoda elementéw
brzegowych, natomiast Nuy ) jest warto$cig zaczerpnieta z pracy [10].

Biad wartodci liczby Nusselta wyznaczonej metoda elementéw brzegowych dla
wybranych wielokatéw foremnych nie przekroczyl 0.50%. W tabeli 1 przedstawiono
poréwnanie rezultatéw weryfikacji MEB dla tréjkata, kwadratu, szeSciokata, o§miokata
i okregu.

Tab. 1. Porownanie wyznaczonej liczby Nusselta NuH1 metodg MEB z rozwigzaniem [10]
Tab. 1. Comparison Nusselt NuH1 results using BEM with literature solution [10]

Btad
wzgledny

ILiczba bokéw| Liczba Nusselta

Nugy; [10]NUH1 MEBSNUHI MEB|
6.67 | 6.667 0.045
7.08 | 7.114 | -0.480
7.53 | 7.528 0.027

8 7.69 | 7.706 | -0.208

okrag 10 000 8 7.998 0.025

DN || W B

4 Przyktad obliczeniowy

W ramach obliczen liczby kryterialnej Nusselta przy uzyciu przedstawionego wyzej
algorytmu obliczeniowego metoda brzegowych réwnan catkowych wyznaczono liczbe
Nusselta dla zagadnien H1 i H2 dla przewodéw prostoosiowych o przekroju
poprzecznym wielokata foremnego dla liczby bokéw w zakresie od 3 do 30
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oraz dla okrggu. W tabeli 3 przedstawiono przykladowe warto$ci NuH1 i NuH2 funkcji
Nu=f(n). Na rysunku 3 wykre$lono zalezno$¢ liczby Nusselta od ksztaltu przekroju
poprzecznego przewodu (liczby bokéw wielokata ) dla zagadnienia H1 i H2 przy
jednakowych warto$ciach liczb Reynoldsa i Prandtla w jednokierunkowym przeptywie
laminarnym. W przypadku przeptywu w przewodzie o kotowym ksztalcie przekroju
poprzecznego liczby Nusselta NuH1 i NuH2 s3 sobie rowne.

Tab. 2. Wartosci liczb Nusselta Nu [H1] i Nu [H2] w funkcji liczby bokow Scianek
przewodu

Tab. 2. Nusselt number for [H1] and [H2] as the function of sides of regular
polygons of the cross-section straight duct

Liczba Nusseltah_,iczba scianek n wielokata foremnego
- 5 7 9 10 | 15 | 30

Nu[H1] 7.369(7.633(7.760(7.800(7.904 |7.974

Nu[H2] 6.804(7.427|7.662(7.728(7.882(7.973

n
6 12 15 18 21 24 27 30

Rys. 3. Wartosci liczb Nusselta NuH1 i NuH2 w funkcji liczby Scianek przewodu
o przekroju wielokqgta foremnego

Fig. 3. Nusselt number as the function of sides of regular polygons
of the cross-section straight duct

Na podstawie obliczen pdl predkosci i temperatury oraz liczby kryterialnej Nusselta
fazy ciektej w laminarnym przeplywie wielofazowym ciecz-gaz przez przewdd
prostoosiowy o dowolnym ksztalcie przekroju poprzecznego do zastosowan
inzynierskich proponuje si¢ zalezno$¢ funkcyjna opisujaca warto$¢ liczby Nusselta
w funkcji liczby bokéw wielokata foremnego jako ksztattu przekroju poprzecznego
przewodu, przy réwnowaznych wartosciach liczb kryterialnych Reynoldsa i Prandtla
W postaci:

5
Nugy o =fm=73 Gm )

m
m=0"1

gdzie wspétczynniki a,, (m=1,..,5) dla wariantéw [H1] i [H2] zestawiono w tabeli 3.
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Tab. 3. Zestawienie wspotczynnikow funkcji Nu=f(n)
Tab. 3. Coefficients of the function Nu=f{n)

Liczba Nusselta| Wspdtczynniki funkcji Nu=f(n)
- a b c d e f
Nu[ HI] 8.0000 | 0.0565 | -27.4868 | 84.4600 | -167.6360 | 156.3900
Nu [H2] 8.0000/0.1696 |-31.1154 {48.9110|-295.7170|301.3300

Ponizej przedstawiono rezultaty obliczen izoterm i linii przeptywu ciepla dla przewodu
prostoliniowego o przekroju siedmiokata foremnego. Na rysunku 3a wykre§lono
izotachy dla przeptywu glikolu etylenowego (u =0.021329Pas, p =1115.6[kg/m3],

A=0.2705W/(m-K), c,,=2403.0J/(kg K), u,=0.04m/s) przeptywajacego w ukladzie

z powietrzem w przewodzie o przekroju siedmiokata foremnego dla zagadnienia H1,
natomiast na rysunku 3b wykreslono linie przeptywu ciepla dla tego zagadnienia. Na

brzegu przewodu zatozono stata temperature 7(q) =T =20.0°C. Na rysunkach 4a-b

zostal przedstawiony ten sam przepltyw dla zagadnienia H2, w ktérym zalozono stalg
gestosé strumienia ciepta 69.58W/m®.

5 Podsumowanie

Przedstawiony w pracy algorytm jest efektywnym narzedziem modelowania konwekcji
wymuszonej w przeptywach laminarnych zaréwno jedno-, jak tez dwufazowych.
Nalezy tutaj zaznaczy¢, ze w przypadku modeli przeplywéw pretowego i korkowego
matematyczny opis przeptywu i wymiany ciepta jest znacznie uproszczony w stosunku
do przypadku ustabilizowanego przeptywu laminarnego i moga by¢ stosowane jedynie
do zawegzonych zagadnien, np.: jako przeptywy w mikro- i minikanatach w uktadach
dwufazowych ciecz-gaz, ciecz-ciecz, cieklych metali oraz w materiatach porowatych.
Gtéwna zaleta MEB w prezentowanym zagadnieniu jest eliminacja pracochtonnych
przestrzennych siatek wykorzystywanych w programach komercyjnych opartych na
metodzie elementéw skonczonych i metodzie objetosci skonczonych. W pracy
przedstawiono praktyczny przyktad wykorzystania MEB do wyznaczenia zaleznosci
liczb Nusselta w jednorodnym przeptywie korkowym przez przewody o regularnym
ksztalcie przekroju poprzecznego.
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Rys. 4. Laminarny przeptyw korkowy ptynu w uktadzie glikol-powietrze w przewodzie
prostoosiowym o przekroju siedmiokgta foremnego wyznaczony metodg MEB,
rozwigzanie dla glikolu etylenowego: a) pole temperatury (HI), b) linie
przeptywu ciepta(H1), c) pole temperatury (H2), d) linie przeptywu ciepta(H2)

Fig.4. Laminar slug flow segmented ethylene glycol-air in heptagonal duct, BEM
solutions for ethylene glycol: a) temperature field (H1), b) heatline (H2),
c) temperature field (HI), d) heatline (H2)
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Streszczenie

W pracy przedstawiono algorytm MEB symulacji konwekcji wymuszonej przy
przeptywie korkowym przez prostoosiowe przewody o zréznicowanym ksztalcie
przekroju. Weryfikacja metody elementéw brzegowych zostala wykonana poprzez
poréwnanie rezultatéw obliczen MEB z rozwigzaniem analityczno-empirycznym.
W pracy przedstawiono graficzne rezultaty obliczen symulacji konwekeji wymuszonej
w przewodzie o przekroju siedmiokata foremnego oraz wyznaczono funkcje liczby
Nusselta w zaleznosci od liczby $cianek tworzacych przekrdj przewodu prostoosiowego
o ksztalcie wielokata foremnego.

Stowa kluczowe: metoda elementéw brzegowych, konwekcja wymuszona, przeptyw
jednorodny, przewody prostoosiowe

Simulations of slug flow in forced convection
a Boundary Element Method in a duct with
arbitrary cross-section

Summary

The paper presents the numerical algorithm Boundary Element Method to simulation
modelling of slug flow in forced convection through straight ducts of arbitrary cross
section. The efficiency and the credibility of proposed algorithm were verified by
numerical tests in known solution. A numerical examples are presented fully developed
forced convection through heptagon duct. In this study is proposed for determining
the Nusselt number in regular polygonal channels of slug flow in forced convection.

Keywords: boundary element method, forced convection, slug flow, straight ducts

Opracowanie zrealizowano w ramach pracy statutowej nr S/WBilS$/4/2014.
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