Symulacja w Badaniach i Rozwoju
Vol. 6, No. 3/2015

Tomasz Janusz TELESZEWSKI

Stawomir Adam SORKO
Politechnika Biatostocka, WBIIS, ul. Wiejska 45E, 15-351 Biatystok
E-mail: t.teleszewski @pb.edu.pl,s.sorko@pb.edu.pl

Konwekcja wymuszona w przeplywie
cieczy lepkiej przez przewody prostoosiowe

1 Wstep

W wielu urzadzeniach techniki cieplnej istota dziatania jest wymiana ciepta pomigdzy
plynem ptynacym w systemie przewodéw i Sciankami przewodéw. Przeptywy przez
uktady rurowe tych urzadzen sa generowane w szerokim zakresie form, poczynajac
od przeptyw6éw laminarnych, po przeplywy turbulentne oréznej skali turbulencji,
natomiast wymiana ciepla jest traktowana jako przewodzenie ciepta pomigdzy
substancja stala $cianek przewodéw (w przypadku przeptywéw pretowych przy
niewielkiej réznicy temperatury obydwu struktur) lub wymiang ciepta w warunkach
konwekcji wymuszonej w przestrzeni ograniczonej $ciankami przewodéw [1, 2].
Osobnym przypadkiem sa urzadzenia, w ktérych majg miejsce przeptywy z wymiang
ciepla i zmiang fazy czynnika [3, 4] oraz przeptywy z wymiang ciepla przez materiaty
i struktury rurowe porowate [5, 6, 7]. Zagadnienia przeptywowo-cieplne sa ze wzgledu
na swoja réznorodno$¢ niezwykle zlozonymi zagadnieniami fizyki matematycznej
i wymagaja wielu réznorodnych sposobéw matematycznego opisu przeptywu masy
i transferu ciepta

Nizej przeanalizowano zagadnienie przeplywu laminarnego w przewodach
prostoosiowych o dowolnym ksztalcie przekroju poprzecznego przy przeptywie ptynu
jednofazowego (cieczy) z wymiang ciepla w rezimie konwekcji wymuszone;j.

2 Sformutowanie zagadnienia
W  jednokierunkowym laminarnym przeptywie przez przewdd prostoosiowy
o dowolnym ksztalcie przekroju poprzecznego i statych wymiarach przekroju sktadowa

predkosci u,(x,y)=u, wzdluz osi (z) przewodu jest stala w catym przekroju
przewodu, natomiast sktadowe u, (x,y) i iy (x,y) sa réwne zeru, zatem ruch cieczy

lepkiej w przewodzie mozna opisa¢ réwnaniem Stokesa w formie [8] (rys. 1):

9*u, 0

V2uZ = ”2z + uzz z—LAPZ ; 4P, za—pzconst s (1a)
ox dy U dz

gdzie: p oznacza ci$nienie, ¢ jest wspétczynnikiem dynamicznej lepkosci ptynu.

Réwnanie energii, przy zalozeniu stalej gestosci strumienia ciepta wzdtuz osi przewodu
q, =—A0dT/dz = AAT, = const , mozna opisa¢ zaleznoscig [8]:
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2 2 c

V3T = a—Zﬁ—f :p—pATZ w, ATzza—Tzconst : (1b)
ox“ dy A 0z

gdzie: T(x,y)=T jest temperatura, p gestoscig cieczy, c, cieptem wilasciwym

przy statym ci$nieniu, natomiast 4 wspétczynnikiem przewodzenia ciepta.

Rys. 1. Jednokierunkowy przeptyw przez przewdd prostoliniowy.
Szkic do analizy rozwigzania przeptywu metodg elementow brzegowych

Fig. 1. Unidirectional flow through straight duct.

Sketch for analysis of the flow by means of boundary element method
Jedna z podstawowych charakterystyk cieplnych przeplywu stanowi liczba kryterialna
Nusselta ~ (Nu), bedaca  odniesieniem konwekcyjnego  transportu  ciepta
do konduktywnego transportu ciepta Nu=a@L/A, gdzie a jest wspdlczynnikiem
przejmowania ciepta, 4 wspdtczynnikiem przewodzenia ciepta ptynu, L wymiarem
charakterystycznym w przeptywie. W przypadku przeptywu ograniczonego §ciankami

materialnymi (przeptywy w przewodach catkowicie wypelnionych ciecza) liczbe
Nusselta (Srednig) opisuje si¢ formuta:

quh
Nu=—>"—", 2
ﬂ’(Ts_Tm) @

gdzie: D;, oznacza charakterystyczny wymiar geometryczny przeplywu (definiowany
jako iloraz pola przeptywu i dtugo$ci obwodu styku cieczy ze $cianka przewodu),
Dy, =4A/L), g, jest $rednig warto$cig strumienia ciepta na $ciance przewodu:

1
6, = ifq(q)qu =y AT”% Mddy @
3 A

natomiast T, i T, oznaczaja odpowiednio temperature¢ przewodu i $rednig masowag
temperature ptynu:
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1 . 1
1, ZEJ‘IMZ(V)T(VMAV , gdzie: u, :ZJ‘qu(v)dAv . "
A A

W zagadnieniu wyznaczania parametréw przeptywowych i cieplnych opisanych
przedstawionymi wyzej réwnaniami rézniczkowymi formutuje si¢ stosowne warunki
brzegowe. Dla réwnania opisujacego pole predkosci (1) jest to postulat "braku poslizgu"

ptynu na $ciance wynikajacy z lepkosci ptynu u, (x, y)| ; =0 , natomiast w przypadku
réwnania opisujacego rozklad temperatury w plynie (2) warunki brzegowe formutuje
si¢ w postaci: zadanego rozkladu temperatury 7'(x, y)| = T;(x,y) lub zadanego

strumienia ciepta g(x, y)| Iy = ¢q,(x,y) naSciance przewodu.

3 Calkowe réwnania brzegowe opisujace pola predkosci

1 temperatury w laminarnym przeptywie cieczy lepkiej

przez przewdd prostoosiowy
Calkujac réwnanie (1a) w polu przekroju poprzecznego (A) i sprowadzajgc zagadnienie
do zagadnienia brzegowego przy wykorzystaniu warunku okredlajacego predkosé
na $ciance przewodu jako réwna zeru (u(p)|pe ;= 0), otrzymuje si¢ catkowe réwnanie

brzegowe wzgledem u: (q) =u, (q)/Bnq :

‘ AP
2(P)u,(p)+ I 7, ()G(p.q) dLy =—— I IG(p,w) dAy: 3
T # A p.qe L;we A
gdzie P(xp, ¥p) i q(xg,¥q) 52 odpowiednio punktem ustalonym i punktem biezacym

catkowania, a funkcje G(p,q) i E(p,q) sa rozwigzaniami podstawowymi [9,10]:

1 1 [
G(p’q) =—1In [_] s rpq = |P—CI| = (Squ)z +(8ypq )2 > (31)

21 rpq

IG(p.q) _ 1 Oxpqltyq +8pglicg

H(p.q) = , 3
ny 27 rpzq e
Oy, Ox,
dzie: 6 = bl ;6 = - . = = —~4 79 jest
gdzie:  Oxpq =(xp —Xq): O¥pq =(Vp ~¥g)»  my [”xq’”yq} [SLq ’SLJ’ Jes

wektorem normalnym do granicy (L) w punkcie q(xg,Yq)- Z uwagi na osobliwo$¢
funkcji w punkcie q=p catka po prawej stronie w réwnaniu (3) jest rozumiana

w sensie wartosci gtéwnej Cauchy'ego, natomiast wspétczynnik y(p) przy wydzielonej

warto$ci u;k (p) w punkcie osobliwym na gladkiej czesci brzegu (L) jest réwny 1/2.
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Po wyznaczeniu gradientu ”Z (q) =9u, (q) / ong na brzegu (L) predko$¢ w polu przekroju

poprzecznego przewodu (A) w punktach (ve A) wyznacza si¢ ze zwigzku catkowego:

u,(v)= Iu: (@G(v,q) dLy —EJ‘IG(V,W) dAy, ; 4
7 H A qe L;v,we A

Calkowe sformulowanie zagadnienia opisanego réwnaniem rézniczkowym (1b) w polu
(A) ,ograniczonym  cigglym  brzegiem (L=LyULy) zfizycznymi warunkami

brzegowymi opisujacymi na czgSci brzegu Ly jest zadang temperaturg

T(p)|pE I =T,(p), a czesci brzegu Ly zadany strumien ciepta q(p)|pe Io =q,(p)
prowadzi do réwnania catkowego:
xXP)T(p)+ f T(q)H (p.q)dLy + I Ty (@H (p.q)dLy =
Lo Ly
(&)

% f 9(@)G(p.q)dL, +% I 45 (@G(p.q)dLy —p—fAT Hu(W)G(p,W)dAw
Ly LQ A
p.qe L;ve A.

Stosujac warunek brzegowy zakladajacy zadang warto$§¢ temperatury na $ciance
przewodu T(q)=T,(q);qe L otrzymuje si¢ réwnanie catkowe gestoSci strumienia
ciepla na brzegu obszaru:

Iq(q)G(p,q)qu =X)L (p)+ 4 I Ty (@H (p.q)dLy +
L L

—pcpATJ‘J‘u(w)G(p,W) dAy,
A

(5a)
p.qe L;ve A

Stosujac warunek brzegowy zakladajacy zadana gesto$¢ strumienia ciepta na $ciance
przewodu ¢(q) =¢,(q);qe L, otrzymuje si¢ roOwnanie catkowe gesto$ci strumienia
ciepta na brzegu obszaru:

2T (p)+ J‘ T(q)H (p.q)dLy = %J‘qs (@OG(p.q)dLy -

L L

(5b)
C,
+p—ﬂpATJ-J-u(w)G(p,w)dAw pacLiveA
A
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Po wyznaczeniu warto$ci brzegowych: temperatury 7'(p) > pe L 1 strumienia ciepla

q(p) > p€ L temperatur¢ w wewnetrznych punktach ve A w obszarze A wyznacza
sie ze zwigzku catkowego:

T(v)= IT(q)H(v,q)qu —%J‘q(q)G(V,q)qu —p—/;pATJ‘Ju(v)G(v,w) dAy,
A

” Y (6

qe L;p,ve A

Gestos¢e strumienia  ciepla = wewnatrz  przewodu  mozna  wyznaczy¢
przez zrézniczkowanie funkcji podcatkowych w zwigzku catkowym (6):

_,0T(v) _,0T(v)| B 2 2
4x (V) === . a,(V)=-i—" v,q<v>—J(qx<v>) +ay, ).
4 Numeryczne rozwigzanie catkowych rownan brzegowych

opisujacych pola predkosci i temperatury w laminarnym
przeptywie cieczy lepkiej przez przewdd prostoosiowy
Zagadnienie numerycznej rozwigzania przedstawionych wyzej réwnan catkowych (3)
i(5), a w ich nastgpstwie zaleznosci (4) i (6) opisanych formutami catkowymi
i zwigzkéw (7) mozna zrealizowa¢ w ramach metody brzegowych réwnan catkowych
wieloma schematami numerycznymi, zaleznymi od sposobu i rodzaju przyjmowanych
dyskretnych postaci elementéw brzegowych [11,12] .
Przyjmujac, wedle najprostszej formuly, elementy liniowe dyskretyzujace lini¢
brzegowa (L) w liczbie (J) elementéw ze stala gestoScig rozpatrywanych funkcji

u: (q j) w réwnaniu (3) i T(q j) w réwnaniu (5) oraz podzial pola przeptywu (A)

na (K) tréjkatéw, przy zatozeniu, ze wartosci funkcji podcatkowych w obrebie
elementéw A, sa stale, otrzymuje si¢ odpowiednie ukfady algebraicznych réwnan

liniowych wzgledem warto$ci niewiadome;j u: (q;) ' :
Jj=1J
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p; =p(x;,y; ):l

q; =q(x;,y;)
i ! . Wik =wWig [xik i

Wor =Wy [x2ka2k]

Wap = W3 [xSk ’Y3k]

Y clement liniowy L;
element powierzchniowy Ay,

X (Yor = ¥3x)
Ay =| +x1 (V3 = Yix)
+x31 (Vg = Yox)

bl

Mg T Xk ¥ 3k . ik T Yok T Y3k
3 3

Rys. 2. Jednokierunkowy przeptyw przez przewdd prostoliniowy.
Dyskretyzacja linii brzegowej i obszaru przeptywu w obliczeniach
przy uzyciu metody elementow brzegowych

Fig. 2. Unidirectional flow through straight duct.

Discretization of the boundary line and the region of the flow
for solutions by means of the boundary element method

J J K
*

Y ui@))Gpa )L =APY S Gla;.wi) Ay . ®
J=1 j=1 k=1

gdzie:

G(piqj)=——In| — ; G(gq;,9;)=—-/1+In| — , (8%)

o )i 2n Li)|i=j

przy czym: 7 :\/(xi_xj)Z_,_(yi_yj)z ) (8%)

Po wyznaczeniu gestosci funkcji “z(q]')j=1,1 w punktach q; qu[xqj,yqj]jzu
bedacych centralnymi punktami elementéw liniowych (L;), predko$¢ u,(wy)
w punktach v, =v;[x,, ¥y ]z, W polu przeptywu oraz w punktach kolokacji
elementéw powierzchniowych Wi = Wil Xyr Ywi k=15 wyznacza sig

ze zdyskretyzowanego zwiazku (4):

K
DGV w) A : 9)
k=1 I=1,L

J
u (W)=Y u,(q,)G(w,.q;)L; =

AP
1 #
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W analogiczny sposéb wykorzystujac dokonany podzial brzegu (L) na elementy
liniowe (L j) j=1J i pola przeptywu na elementy powierzchniowe (A )i g , rtéwnania
catkowe (5a) i (5b) sprowadza si¢ odpowiednio do uktadéw algebraicznych réwnan

liniowych wzgledem zdyskretyzowanych niewiadomych: temperatury T(qn)|n:1 N

i strumienia ciepta q(qm)| na elementach na elementach L, réwnowaznych

m=1,M
elementom L; przyblizajacymi brzeg (L) :

J J
ZCI((]]')G(P,'J]J‘)LJ‘ =12Ts(q,-)H(p,-,qj)Lj +
=1 J=1

J K
+pcpATZ‘1 kzlu(wk)c;(qj,wkmk (10a)

J
ZT(qj>H(pi,qj)Lj+ Zq(q])G(pl,q])L =
J=1 J 1

N ATZ Z“(Wk)G(qJ,Wk)Ak (10b)
j=l k=1

gdzie: G(pi,qj) jak w zalezno$ciach (8%), (8**) oraz:

1 (xi_xj)n;y_()’i_)’j)”ﬂ

Hp;.q;)=— 5 (10%)
l¢]
H(q,,qj)—zE@,,qJ) 05 |
Jj=1 *k
Po wyznaczeniu temperatury T(p;)|,_,, i strumienia ciepta g(p;)|_,, W punktach

P; =Pilxp;. ypiliz1; na elementach brzegowych XI; =L temperaturg w polu

przeptywu w punktach w; = w[xy;, Yy l1=1,, Wyznacza si¢ z zaleznosci:

J
T(wl)=ZT(qj>H<wl,qj)Lj Zq(q,)G(wl,qJ)L +
]=1 ] =1 (12)
pﬂ” ATZu(vk VG (Vi W) Ay
k=1 I=1,L

Wyznaczone wyzej dyskretnie wartosci predkosci przeptywu i pola temperatury
w przewodzie umozliwiajg okreslenie lokalnej liczby Nusselta w warunkach
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ustalonego, rozwinigtego przeptywu laminarnego w przewodzie prostoosiowym
z wymiang ciepla opisang wyzej zaleznoscia (2) w formie:

Dy, pc,, ATJ‘IMZ (v)dA,

D
Nu = s —

ﬂ'(Tv _Tm)

13)

s

A
1
A T —AumIJ‘MZ(V)T(V)dAv
A

gdzie: u,, Z%J.J.“z(v)d/lv .
A

5 Weryfikacja metody obliczeniowe;j

W celu weryfikacji prezentowanego wyzej algorytmu wyznaczania przeptywu
laminarnego i wymiany ciepta w przewodach prostoosiowych o dowolnym ksztalcie
przekroju poprzecznego oraz bezwymiarowych charakterystyk tego typu przeptywdéw
poréwnano wyniki obliczen analitycznych liczb Nusselta prezentowane w pracach [4],
[13] dla przekrojéw poprzecznych przewodéw o ksztalcie kotowym, kwadratowym
i tréjkatnym z prezentowanym wyzej rozwigzaniem numerycznym metoda brzegowych
rownan catkowych, przy zachowaniu warunkéw geometrycznych przeptywowych
i cieplnych. Zestawienie przedstawiono w tabeli 1.

Tab. 1. Porownanie liczb Nusselta.
Dane dla przewodow o roznych ksztattach przekroju [4] ; metoda MEB

Tab. 1.Compare Nusselt number.
Data for tubes of arbitrary schape [4] ; BEM solutions

T, = const q, = const

ksztalt wymiar
przekroju charakt.

przekrdj kotowy K

O D
przekrdj kwadratowy Dy,
@ Dy

Nupgp | Numgg | Nugy | Nuygg

3.66 3.657 4.36 4.355

2.98 2977 3.61 3.612

D

D

krdj trojkat D
przekro] trojkatny =5 | 247 | 2467 | 311 | 3107

6 Przyktad obliczeniowy

Przy uzyciu prezentowanej wyzej metody brzegowych réwnan catkowych wyznaczono
przeptyw laminarny i charakterystyki cieplne w prostoosiowych przewodach
o przekroju prostokatnym dla réznych proporcji wymiaréw poprzecznych przewodu

przy przeptywie wody (T,, =30.0°C, p,, =995.7 kg/m3, Vi =0.805x107% m?/s ,
fy =8015x107° Ns/m?, ¢, =4.174ki(kgK), 4, =61.8x107> W/(mK),
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a=149x108m?/s, Pr=v/a=542) przy AP=1000.00s"'m™', AT =10.0K/m.,
oraz: g, =4455W/m? , Ts =40.0°C.

Na rysunkach 3a, 3b przedstawiono odpowiednio profil predkosci przeptywu i rozktad
temperatury przy przeplywie laminarnym w przewodzie prostoosiowym o przekroju
prostokatnym (o wymiarach @ =0.050m,b=0.025m), przy okreSlonych wyzej
wymuszeniach gradientu cis$nienia i temperatury wzdtuz osi przewodu.

W tabeli 2 zestawiono warto$ci liczb Nusselta przy przeplywie cieczy
o wyspecyfikowanych wyzej wlasnos$ciach fizycznych i parametrach przeptywu.

(@) Tab.2. Zestawienie liczb Nusselta
%X przewaod o przekroju prostokgtnym
Tab.2. Nusselt number
rectangle cross-section of the pipe
0.025
0.000 E u E b Liczba Nusselta
0025 | przekrd; wymiar _ _
0.050 prostokatny charakt. Ty = const | g5 = const
— af/b Dy, Nupmgg | Nuygg
T0.300.050 1.0 |D,=a 2.978 3.605
(b) T ot 20 |D,=4/3a 3389 | 4.117
025 [
e 3.0 Dy, =3/2a 3.957 4787
28 40 |D,=8/5a 4439 | 5329
0000+ 341
0 50 |D,=5/3a | 4789 | 5.688
T = 60 |D,=12/7a | 5138 | 6.046
do.025 e Tes i 3
0050 0025 0000 0025 0050 0 7.0 Dy, =7/4a 5.367 6.266
8.0 |D,=16/9a 5.591 6.485
Rys. 3. (a) profil predkosci
(b ) rozktad temperatury; 2.00
przewdd prostoosiowy ’
Fig. 3. (a) velocity profile 7.00
(b) temperature profile; 6.00
rectangular cross-section tube
5.00
Rys. 4. Przebieg liczby Nusselta
Nu=fla/b przekroj prostokqtny 400 ' [ [
przeptyw laminarny 3.00 T N S S
Fig. 4. Nusselt number Nu=f{a/b) 2,00 r 1 r _‘ r
of laminar flow throught ’ A
rectangle cross-section pipe L e A s bt SURL SR

i afb

20 3.0 40 50 6.0 7.0 8.0

—_
(=]
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7 Podsumowanie

Przedstawiony w pracy algorytm jest efektywnym narzgdziem modelowania zagadnien
konwekcji wymuszonej przy przeptywach laminarnych w przewodach prostoosiowych
o réznych ksztaltach przekroju poprzecznego. Wyznaczenie wladciwosci
przeptywowych i wymiany ciepta w przewodach i ukladach przewodéw o réznych
ksztattach przekroju poprzecznego i réznych relacjach wymiaréw w obrebie jednego
analizowanego ksztalttu ma istotne znaczenie jako element projektowania
i optymalizacji  konstrukcji uktadéw przeptywowych plytowych stonecznych
wymiennikéw ciepta iinnych urzadzen przeptywowo-cieplnych, w ktérych uklady
czeSci wymiennikowej wykonuje si¢ technika zgrzewania profilowanych blach.
Algorytm obliczeniowy moze by¢ z tatwoscia implementowany do obliczen
przeptywow wielofazowych (przeptywy korkowe i ttokowe)

Prezentowana wyzej metoda obliczeniowa, pomimo istotnych uproszczen dotyczacych
charakteru przeptywu i ograniczen modelu przejmowania ciepta, moze by¢ uzytecznym
narzg¢dziem inzynierskim.

Obliczenia zagadnien przeplywowych w zakresie przeptywéw newtonowskich cieczy
lepkich sa realizowane w Centrum Komputerowych Sieci Rozleglych Politechniki
Biatostockiej na wieloprocesorowej maszynie wirtualnej (16xXSEON 2,4GHz, 16 GB
RAM) przy wykorzystaniu oprogramowania sporzadzonego w Politechnice
Biatostockiej (programy sporzadzone przez autorOw opracowania w jezyku
programowania FORTRAN, modyfikowane i kompilowane w systemie maszyny
wirtualnej)
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Streszczenie

W  pracy przedstawiono algorytm MEB symulacji konwekcji wymuszonej
przy przeptywie w przewodach prostoosiowych o réznych od kotowego przekrojach
poprzecznych przewodu. Weryfikacja metody elementéw brzegowych zostata dokonana
poprzez poréwnanie rezultatow obliczen z rozwigzaniami analitycznymi i wynikami
badan do$wiadczalnych. W pracy przedstawiono rezultaty numerycznej symulacji
konwekcji wymuszonej w przewodach o prostokatnym przekroju poprzecznym,
o zr6znicowanej relacji szerokos$ci do wysoko$ci przekroju poprzecznego przewodu.
Wyznaczono wartoéci liczby Nusselta dla réznych relacji szeroko$¢-wysoko$¢ kanatu
w warunkach przeptywu laminarnego cieczy newtonowskie;j.

Stowa kluczowe: metoda elementéw brzegowych, konwekcja wymuszona, przeptyw
laminarny przez przewody prostoosiowe

The forced convection in the flow
of the viscous fluid through straight tubes

Summary

The paper presents the numerical algorithm of the Boundary Element Method employed
to simulation and modelling forced convection in the cases of laminar flows through
straight ducts of arbitrary cross section. The efficiency and the credibility of proposed
algorithm were verified by numerical tests in known solution. Were presented examples
of the laminar flow with heat exchange of the forced convection in the straight tubes
of rectangular cross-section of the various proportions the width-height of the channels.
The Nusselt numbers for the analyzed flows were calculated by means proposed
method.

Keywords: boundary element method, forced convection, slug flow, straight ducts
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