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Symulacja MES pomiaru drgan dzwigara
kratowego przy pomocy roziozonych
czujnikéw piezoelektrycznych

1 Wstep

Konstrukcje dachowe stosowane w budownictwie narazone sg na niekorzystny wptyw
otoczenia w postaci zaburzen o charakterze drganiowym, ktérych zrédlem w rejonach
niskiej aktywnosci sejsmicznej jest gtéwnie ruch cigzkich pojazdéw transportowych. A
zatem, stan odpowiedzialnych elementéw konstrukeji kratownicy dachowej powinien by¢
monitorowany takze pod katem obcigzen zmiennych w czasie w celu wykrycia i
identyfikacji uszkodzen we wczesnych fazach rozwoju.

W opracowaniu zaproponowano zastosowanie roztozonych czujnikéw piezoelektrycznych
do pomiaru zmiennych w czasie odksztalcen i przemieszczen pretéw kratownicy. Zaleta
takich czujnikéw jest brak koniecznosci ich zasilania. Czujniki piezoelektryczne moga
by¢ w catoéci przyklejone do powierzchni obiektu w obszarze mierzonych odksztalcen
lub mocowane na obu brzegach przy pomocy specjalnych uchwytéw [2, 5]. Zapewnienie
odpowiedniej pracy czujnikéw piezoelektrycznych w danej konstrukcji czgsto wymaga
wcze$niejszej symulacji numerycznej dziatania calego systemu. W pracy przedstawiono
budowe modelu analitycznego i MES systemu belka — czujnik piezoelektryczny. Model
ten uzyto do symulacji numerycznej monitorowania kratowego dzwigara dachowego przy
zastosowaniu czujnikéw piezoelektrycznych. Obliczenia wykonano dla uproszczonego
modelu MES dzwigara kratowego (Rys. 1), zastosowanego w stanowisku badawczym
projektu MONIT [3].

Rys. 1. Dzwigar kratowy i konstrukcja dachowa [3]
Fig. 1. Truss girder and the roof structure [3]



Jan FREUNDLICH, Marek PIETRZAKOWSKI

2 Model analityczny belki do obliczen poréwnawczych

Jako zadanie poréwnawcze rozwazono drgania jednorodnej, swobodnie podpartej belki z
przyklejonym do dolnej lub gérnej powierzchni czujnikiem piezoelektrycznym. Zatozono
doskonate potaczenie czujnika z powierzchnig belki. Przyjeto uproszczony model
czujnika piezoelektrycznego z pominigciem wpltywu jego masy i sit bezwladnosci na
drgania poprzeczne belki. Model belki zatozono zgodnie z teoriag Bernoulliego, pomijajac
bezwladnos¢ obrotowa przekrojéw belki oraz wptyw $cinania.

Analize ograniczono do drgan stacjonarnych, wymuszonych pionowym przemiesz-
czeniem podpdr belki.
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Rys. 2. Schemat badanej belki

Fig. 2. Schema of the analyzed beam
Réwnanie ruchu drgan poprzecznych w(x,f) lepkosprezystej belki (Rys.2) poddanej
wymuszeniu kinematycznemu w podporach y;(f) i y,(f) odniesione do nieodksztalconej osi
ma postaé
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gdzie: J,, A, oznaczajg odpowiednio moment bezwtadnosci i pole przekroju belki, E;, o, —
modut Younga i gestos¢ materiatu belki, u jest wspétczynnikiem wewngtrznego thumienia
(model Kelvina-Voigta), dwie kropki nad litera oznaczaja druga pochodng wzgledem
czasu. Rozwigzanie réwnania (1) musi spetnia¢ warunki podporowe.

Napigcie generowane odksztatceniem czujnika mozna obliczy¢ z zaleznosci (por. [4])

2
3;:@ (x)dx, C,=d,E,

gdzie: by(x) jest funkcja ksztattu czujnika, by(x) = b[H(x — x;)-H(x — x,)] przy czym by
oznacza jego efektywna szerokos¢, H(x) jest dystrybucja Heaviside’a, C, oznacza
wspdtczynnik jakosci czujnika, w ktérym, ds;, €33 oraz E; oznaczaja odpowiednio
wspotczynnik piezoelektryczny, przenikalno$¢ elektryczna oraz modul Younga materiatu
czujnika, A, i h; s odpowiednio gruboscig belki i grubo$cia warstwy czujnika, A; jest
efektywna powierzchnig elektrod.

(hb + hs )hs
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Rozwigzanie réwnania (1) przedstawiono w postaci przepustowosci widmowej ugiec
belki w stosunku do przemieszczenia lewej podpory
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Na podstawie zalezno$ci (2) wyznaczono przepustowos¢ widmowa napigcia sensora w
stosunku do przemieszczenia lewej podpory

V,(iw) _ 2Cb, i o’
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nw nw
cos—x, —cos—x; | (4)
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W analogiczny sposéb mozna wyznaczy¢ przepustowosci widmowe odniesione do
przemieszczenia prawej podpory.

3 Model MES belki do obliczen poréwnawczych

Zakladajac schemat obliczeniowy belki podobny do przyjetego w obliczeniach
analitycznych (Rys. 2), zbudowano model MES badanej belki z czujnikiem
piezoelektrycznym. Model MES belki zbudowano z dwuwezlowych -elementéw
belkowych wedlug teorii Bernoulliego (Elementy B33 [1]). Model MES czujnika
piezoelektrycznego zostat zbudowany przy zastosowaniu 20-to  wezlowych
tréjwymiarowych elementdw objetosciowych o wtasciwosciach piezoelektrycznych z
dodatkowymi elektrycznymi stopniami swobody w wezlach (elementy C3D20E [1]). W
elementach tych sprzezenie piezoelektryczne uzyskuje si¢ przez wprowadzenie
odpowiednich wspétczynnikéw piezoelektrycznych i statych dielektrycznych materiatu.
Uzyto mechanizmu systemu Abaqus do analizy drgan przy wymuszeniu w podporach.

Model belki zbudowano z 45 elementéw belkowych (B33), natomiast model czujnika
piezoelektrycznego sklada si¢ z 24 tréjwymiarowych elementéw C3D20E, rozmiesz-
czonych w dwéch warstwach. Zgodno$¢ przemieszczen wezldw elementéw czujnika
piezoelektrycznego z przemieszczeniami wezléw belki zostata uzyskana przez
zastosowanie wigzow kinematycznych (,,Kinematic coupling” wg [1])

4 Obliczenia poréwnawcze modelu analitycznego i modelu MES
belki

W obliczeniach poréwnawczych drgan belki przyjeto, ze belka o dlugosci 3 m ma
przekréj dwuteowy o wysokosci 120 mm, szeroko$ci 60 mm, pétkach o grubosci 6 mm i
$ciance pionowej o grubosci 3 mm. Modut Younga materiatu belki przyjeto réwny
E,=2,0-10° MPa, gesto$¢ p,=7600 kg/m’, wspStczynnik thumienia materiatowego
u=10" s. Czujnik piezoelektryczny ma ksztalt prostokatnej ptytki o wymiarach
60x30 mm i grubo$ci 1 mm. Zatozono nastepujace wlasciwosdci materialu czujnika: modut
Younga E,=6,3-10" MPa, gestos¢ p,=7280 kg/m’, przenikalno¢ elektryczng
€33 = 1,5938-10" F/m, wspétczynnik piezoelektryczny ds; = -1,7-10"° CN™".

We wstgpnym etapie obliczen poréwnano wartosci kilku pierwszych czestosci drgan
wlasnych wyznaczonych metoda analityczng i obliczonych dla modelu MES analizowanej
belki (Tabela 1).
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Tabela 1. Czestosci drgan wiasnych belki obliczone dwiema metodami.

Posta¢ drgan 1 2 3 4 5 6
MES  [rad/s] 279,8 |1119,0 |2518,4 [4476,7 |6993,7 [10073,0
Met. analit. [rad/s] [280,1 |1120,4 |2520,9 |4481,7 |7002,6 |10083,7

Maksymalny bitad wzgledny miedzy czestoSciami  wlasnymi  obliczonymi
poréwnywanymi metodami wynosi okolo 1%, co potwierdza zgodno$¢ modelu MES
zmodelem analitycznym rozpatrywanej belki w zakresie podstawowego parametru
drganiowego.

W kolejnym etapie obliczen wyznaczono charakterystyki amplitudowo-czgstotliwosciowe
drgan belki oraz napig¢ generowanych w czujniku piezoelektrycznym. Zbadano drgania
punktu belki, ktéry odpowiada S$rodkowi czujnika piezoelektrycznego. Obliczenia
wykonano przyjmujac przemieszczenia podpor zgodne w fazie (¢ = 0) i z przesunigciem
fazowym ¢ = m.

W przypadku metody analitycznej obliczenia przeprowadzono na podstawie wzoréw (3
i4) na przepustowosci widmowe, przy pomocy pakietu obliczen symbolicznych
-MATHEMATICA”. Obliczone charakterystyki amplitudowo-czgstotliwosciowe drgan
wybranego punktu belki oraz napigcia czujnika przy wymuszeniu zgodnym w fazie
(9 = 0) przedstawiono graficznie odpowiednio na rysunkach 3 i 4.

Analogiczne obliczenia wykonano przy uzyciu sytemu MES Abaqus, stosujac
zaproponowany model MES analizowanej belki. Tak jak w przypadku obliczen
analitycznych, wyznaczono amplitudy drgan punktu belki i amplitudy napig¢ czujnika
w zalezno$ci od czgstoS§ci wymuszenia. Wyniki obliczen przedstawiono w formie
charakterystyk amplitudowo-czgstotliwosciowych ugie¢ wybranego wezta belki (Rys. 3)
i napigcia czujnika (Rys. 4) przy zgodnym w fazie ruchu podpor.

Poréwnujac krzywe zaleznosci amplitudy drgan od czestodci wymuszenia przy
wymuszeniu w podporach zgodnym w fazie (Rys. 3), wida¢, ze wyniki otrzymane metoda
analityczng i metodg elementéw skonczonych nie wiele si¢ r6znig. Nieznacznie wicksze
réznice wystepuja w przypadku charakterystyk amplitudowo-czestotliwosciowych napiec
generowanych w czujnikach piezoelektrycznych (Rys. 4).
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Rys. 3. Amplituda drgan — obliczenia analityczne i MES, kgt ¢ = 0
Fig. 3. Vibration amplitude — analytical and FEM calculations, angle ¢ = 0
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Rys. 4. Amplituda napiecia — obliczenia analityczne i MES, kgt ¢ = 0
Fig. 4. Voltage amplitude — analytical and FEM calculations, angle ¢ = 0

Podobne wyniki uzyskano w przypadku przesunigcia fazowego ruchu podpér ¢ =T.
Biorac pod uwagg zgodno$¢ obliczonych czestosci drgan wiasnych badanego uktadu oraz
przedstawionych charakterystyk amplitudowo-czestotliwosciowych, mozna przyjac,
ze model MES uktadu belka — czujnik piezoelektryczny zostal zbudowany poprawnie
i nadaje si¢ do stosowania w bardziej ztozonych uktadach.

5 Obliczenia MES dzwigara kratowego

Do obliczeh MES przyjeto dane dzwigara kratowego wedlug dokumentacji projektu
MONIT [3] (Rys. 1). Pasy gérne i dolny badanego dzwigara zbudowane sa z teownikow
o wysokos$ci 30 mm, szeroko$ci 60 mm, grubosci pétki 3 mm oraz grubosci $cianki
pionowej 6 mm. Prety kraty (tzw. krzyzulce) wykonane sa z katownikéw 30x30x3 mm.
Taka konstrukcja powoduje, ze rama nie jest $cisle plaska, a zatem mimo wymuszenia lub
obcigzenia w plaszczyznie ramy, wystgpuja takze przemieszczenia o skladowych
prostopadtych do jej ptaszczyzny
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Model MES czujnika
. plezoelektrycznego

_—

Czujniki piezoelektryczne

¥1(t) = wq - sin(w - )

¥2(8) = wo - sin(w - £+ @)

Rys. 5. Schemat obliczeniowy badanego dzwigara kratowego
Fig. 5. Calculation scheme of the roof girder

Parametry materiatowe dzwigara kratowego i czujnika piezoelektrycznego przyjeto takie
jak w rozdziale 4, zakladajac, ze wymiary czujnika sa réwniez takie same. Zatozono
natomiast wigkszy, przyjmowany dla stali wspdtczynnik tlumienia materialowego
u=110"s.

W celu przeprowadzenia obliczen MES, zbudowano odpowiednie modele dzwigara
kratowego z umieszczonymi na nim czujnikami piezoelektrycznymi. Model MES
kratownicy sklada si¢ z 103 wezlow oraz 110 elementéw belkowych wedtug teorii
Bernoulliego (B33 [1]). Zastosowano dwa czujniki piezoelektryczne, jeden umieszczony
na pasie dolnym, natomiast drugi na jednym z pretéw wykrzyzowania (Rys. 5). Kazdy
z czujnikéw sklada si¢ z 201 weztéw i 24 tréjwymiarowych elementéw o wlasciwosciach
piezoelektrycznych C3D20E [1].

W pierwszym etapie, podobnie jak w obliczeniach poréwnawczych belki, obliczono kilka
najnizszych, kolejnych czestosci drgan wlasnych kratownicy.

Nastepnie wyznaczono charakterystyki amplitudowo-czgstotliwosciowe drgan punktéw
dzwigara znajdujacych si¢ bezpo$rednio pod $rodkami geometrycznymi czujnikéw
piezoelektrycznych. Charakterystyki amplitudowo-czestotliwo$ciowe przedstawione
narysunku 6 dotycza drgan wywolanych wymuszeniem w podporach zgodnym w fazie
(¢p=0) 1 odnosza si¢ do punktu na pasie dzwigara i wykrzyzowaniu (Rys.5).
Na wykresach charakterystyk linig ciagla oznaczono przemieszczenia w plaszczyznie
dzwigara, a linig przerywana w kierunku prostopadtym do niej (Rys. 6). Natomiast
charakterystyki napigciowe przy tym wymuszeniu zamieszczono na rysunku 7. Wykresy
charakterystyk zmian napigcia wywotane ruchem podpér o przeciwnej fazie (p =m)
pokazano na rysunku 8.
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Rys. 6. Amplituda drgan punktu pasa i wykrzyzowania, kgt ¢ = 0
Fig. 6. Vibration amplitude of the point on the chord and the diagonal, angle ¢ = 0
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Rys. 7. Amplituda napiecia w czujnikach piezoelektrycznych, kgt ¢ = 0
Fig. 7. Voltage amplitude in piezoelectric sensors, angle ¢ = 0
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Rys. 8. Amplituda napiecia w czujnikach piezoelektrycznych, kgt ¢ =
Fig. 8. Voltage amplitude in piezoelectric sensors, angle p = &

Jak wspomniano wczes$niej, zastosowanie pretéw kraty o przekroju katowym (Rys. 1)
powoduje, ze dzwigar nie jest $ci$le plaski i jest struktura mato sztywna w kierunku
poprzecznym. Oznacza to, ze przy wymuszeniu w plaszczyZznie dzwigara pojawiaja si¢
znaczace skladowe przemieszczan o kierunku prostopadlym do jego plaszczyzny. Jak
wynika z analizy, najniZzsza czgsto§¢ drgan dzwigara kratowego odpowiada postaci drgan
o dominujacych skladowych prostopadtych do plaszczyzny dzwigara (Rys. 6). Efekt ten
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jest szczegdlnie widoczny na wykresach amplitudowo-czestotliwo$ciowych punktu preta
wykrzyzowania (Rys. 6), gdzie sktadowa przemieszczenia prostopadia do plaszczyzny
dzwigara (linia przerywana) osigga wyraznie wigksze warto$ci amplitud rezonansowych
niz sktadowa przemieszczenia w plaszczyznie dzwigara (linia ciagta).

Zlozony obraz drgan pretéw kraty i tym samym zlozony stan odksztalcenia czujnika
piezoelektrycznego powoduje trudnosci z interpretacja powstajacych napie¢ (Rys. 7 i 8).
W tym przypadku wskazane jest zastosowanie dwdch czujnikéw o jednokierunkowym
dzialaniu umieszczonych we wzajemnie prostopadtych ptaszczyznach. Dodatkowa
trudnodcia moze by¢ wystgpowanie drgan gi¢tno-skretnych i efektu piezoelektrycznego
wywolanego $cinaniem.

Przedstawione na rysunkach 7 i 8 charakterystyki napi¢¢ generowanych w czujniku
zamocowanym do pasa dzwigara, ze wzgledu na stosunkowo maty udzial odksztalcen
warstwy czujnika w kierunku poprzecznym, potwierdzaja mozliwo$¢ jego zastosowania
do oceny lokalnego poziomu napre¢zen i przemieszczen w plaszczyznie dzwigara.

6 Whnioski

Opracowano model MES uktadu belka — czujnik piezoelektryczny. Wykonano obliczenia
poréwnawcze drgan belki z czujnikiem piezoelektrycznym, przy uzyciu modelu
analitycznego i opracowanego modelu MES. Obliczone dwoma metodami warto$ci
czgstosci drgan wilasnych oraz amplitud drgan wybranych punktéw belki sg prawie
jednakowe, a wyznaczone napigcia w czujniku piezoelektrycznym réznia si¢ mniej niz
5%. Wnika z tego, ze model MES badanego ukladu zostal poprawnie zbudowany.

Wyniki symulacji w postaci charakterystyk amplitudowych: przemieszczen dzwigara
kratowego i generowanego napiecia czujnika potwierdzajg przydatno$¢ przetwornikéw
piezoelektrycznych w systemie monitorowania niebezpiecznych stanéw konstrukcji
dachowych spowodowanych drganiami. W przypadku zlozonych postaci drgan (np.
gietno-skretnych) czujniki piezoelektryczne o kierunkowym dziataniu maja ograniczone
zastosowanie.

Obliczenia MES dzwigara kratowego wymagaja weryfikacji do$wiadczalnej, ktéra
pozwoli lepiej dopracowa¢ model MES systemu belka — czujnik piezoelektryczny.
Badania takie przewidziane sg w dalszej realizacji programu badawczego.

Literatura
1. ABAQUS Online Documentation: Version 6.8, 2008.

2. Gaudenzi P., Carbonaro R., Benzi E.; Control of beam vibrations by means
of piezoelectric devices: theory and experiments, Composite Structures 50 (2000)
373-379

3. ,.Monitorowanie Stanu Technicznego Konstrukcji i Ocena jej Zywotnosci”
(MONIT). Projekt wspétfinansowany ze $rodkéw Europejskiego Funduszu Rozwoju
Regionalnego w ramach Programu Operacyjnego Innowacyjna Gospodarka
(POIG 1.2)

4. Pietrzakowski M., Experiment on a cantilever beam control and theoretical
approximation, J.of Theoretical and Applied Mechanics, 3, 40, 2002, 667-689

5. Lin M. W., Abatan A. O., Rogers C. A., Application of Commercial Finite Element
Codes for the Analysis of Induced Strain-Actuated Structures, Journal of Intelligent
Material Systems and Structures, 6, 5, 1994, 869-875

12



Symulacja MES pomiaru drgan dzwigara kratowego
przy pomocy roztozonych czujnikéw piezoelektrycznych

Streszczenie

W pracy przedstawiono modelowanie i symulacje numeryczng drgan dzwigara kratowego
z umocowanymi na powierzchniach pretdéw czujnikami piezoelektrycznymi,
przeznaczonymi do monitorowania drgan dzwigara. W celu walidacji modelu MES,
wykonano obliczenia drgan swobodnie podpartej belki z czujnikiem piezoelektrycznym
metoda analityczng i MES. Uzyskano dobra zgodno$¢ poréwnywanych wynikéw, co
potwierdza poprawno$¢ modelu MES badanego ukladu. Nastepnie, zbudowano
uproszczony model MES dzwigara kratowego. Model ten zostal zastosowany do
wyznaczenia charakterystyk dynamicznych przemieszczen dzwigara oraz napigé
generowanych w czujnikach piezoelektrycznych.

FEM simulation of distributed piezoelectric
sensors applied to truss girder vibration
measurements

Summary

In this paper modelling and numerical simulations of the truss girder with the piezoelectric
sensors mounted on the surface of the girder members are presented. The sensors are
applied to monitoring of the girder vibration. For validation a simply supported beam with
piezoelectric sensor is calculated using the FEM and the analytical approach. The results
achieved by both methods are in a good agreement and confirm the FE model correctness.
Afterwards, a simplified FE model of the truss girder was created. The model was used to
calculate dynamic characteristics of both the girder displacements and the voltage
generated by the sensors.
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