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Symulacja linii pradu
w przeplywach Stokes’a metoda
brzegowych réwnan catkowych

1 Wstep

W pracy wyprowadzono algorytm wyznaczania funkcji pradu przeptywéw Stokes’a.
Znajomos¢ przebiegu linii pradu pozwala zaprojektowaé optymalne ksztatty w wielu
maszynach przeptywowych oraz w mikrokanatach [1], w ktérych zachodzg przeptywy
petzajace. Zakres stosowania metod analitycznych w przeptywach Stokes’a jest
ograniczony tylko do najprostszych zagadnien. Obecnie najczgséciej stosowane metody
numeryczne wyznaczania linii pradu oparte sg o metody siatkowe, takie jak metoda
réznic skonczonych i metoda elementéw skonczonych [2,3]. Wada metod siatkowych
jest pracochtonno$¢ wykonywania siatek. Metoda brzegowych réwnan catkowych
eliminuje wady metod siatkowych.

Stacjonarny plaski przeptyw Stokes’a opisany jest nastepujagcym réwnaniem [4,5]:
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gdzie: ¢ jest to predko$é przeplywu,fsq to sity masowe, p jest to ci$nienie, p jest
gestoscig cieczy, natomiast V jest wspéiczynnikiem lepkosci kinematyczne;.

W dalszej kolejnosci rozwazan zaklada si¢ przeptyw nad $ciankg (rys.la) lub przeptyw
miedzy $ciankami (rys. 1b-c) na ktérej przyjmuje si¢ przeszkodg. Przedstawiony
algorytm moze by¢ wykorzystany do symulowania przeptywdéw Stokes’a, w ktérych
wykorzystuje si¢ profile predkosci liniowe (przeptyw Couette’a — rys 1c), jak réwniez
paraboliczne (przeptyw Hagen-Poiseuille’a — rys. 1b-c).
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Rys. 1. Przykitady przeptywow Stokes’a: a) przeptyw w polu sit grawitacyjnych wzdtuz
powierzchni nachylonej do poziomu, b) przeptyw pomiedzy dwiema nieruchomymi
Sciankami, w obecnosci gradientu cisnienia (przeptyw Hagen-Poiseuille’a), c)
przeptyw pomiedzy dwiema rownolegtymi Sciankami, gdy jedna z nich jest w ruchu
(przeptyw Couette’a).

Fig. 1. Example of the use Stokes flow with wall: a) flow in layer on an inclined
plane due to gravity, b) flow under pressure gradient between two fixed rigid
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planes (Hagen-Poiseuille flow), c) flow due to relative motion of two rigid
planes (Couette flow).

Po wyznaczeniu sktadowych predkosci CxsCy s funkcje pradu W wyznacza si¢ z
nastgpujacych zaleznosci:
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2 Brzegowe réwnanie catkowe opisujace plaski przeptyw Stokes’a
w zagadnieniach dwuwymiarowych

W obszarze ptaskim (A) ograniczonym zamknietym nieprzenikalnym brzegiem (L)
rozwigzaniem roéwnania rézniczkowego (1) jest réwnanie catkowe [6,7]:
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gdzie przez y oznaczono argumenty (x,,y,), (x,,y,) oraz:
o.P.9=K, (p.qn,+K,  (p.qn,
o, =K, (pn,+K (0.Qn, o
c
o,.p.9=K_(@on,+K ((pqon,
o,P.=K, @.qn,+K  (.qn,
przy czym:
. dc,,(p,q) . 9c,, (p.q)
K, (9, @) ==, p, + =2 B S DA (3)
aqu aqu
gdzie: §,, =1(m=n),8,, =0(m#n), n,,n, -sg wersorami normalnej f ,
oraz
X, —X Y, =y
p. = qa p ; p, = q P Ge)

(xq_xpf-’-(yq_yp)2 (xq_xp)2+(yq_yp)2

48



Symulacja linii pradu w przeptywach Stokes’a
metoda brzegowych réwnan catkowych

Po wyznaczaniu gestosci f(q) na brzegu (L), skladowe predkosci CxsCys W obszarze
A mozna opisa¢ zwigzkami catkowymi:
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Funkcja pradu przeplywu Stokes’a [7] zostala wyznaczona poprzez modyfikacje jader
catkowych (4,5), zgodnie z zaleznoscig (2):
1
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gdzie:
1
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oraz:
W, (p,q) =W, (p,q) cos(@,; x,) + W, (p,q)cos(@,; y,) -
W, (p,q) =W, (p,q)cos(@,; x,) + W, (p.q) cos(di,; y,)
gdzie:
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2(x, —x,)
Wx,\y (p’ q) = —%_’_ CS 2
Toq .
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Pq
W powyzszych wzorach indeksem oo oznaczono sktadniki przeptywu niezaktéconego.

3 Poréwnanie rozwigzan zagadnien przeptywu Stokes’a
metodg brzegowych réwnan catkowych ze znanym
eksperymentem
W celu wykonania walidacji metody brzegowych réwnan catkowych poréwnano rezultaty
obliczen MEB z fotografig linii pradu znanego eksperymentu [8]. Do obliczeh MEB
przyjeto lini¢ brzegowa zgodna z warunkami eksperymentu [8]. W celu wykonania

symulacji metoda elementéw brzegowych zostal napisany program StokesFlow2D w
jezyku programowania Fortran, ktérego schemat blokowy przedstawia rysunek 2.

Program StokesFlow2D (SF2D) |

ﬂ<:| brzeg.c...c,.

Czytanie danych:
dyskretyzacja brzegu

d

Generowanie macierzy wspolczynnikéw  [A]=c], P9 7)

Generowanie wektora warunku brzegowego [B] = G”m(p[,],qm)

Rozwigzanie uktadu (i x j) algebraicznych réwnaf liniowych [A]-[X]=[B]

Wyznaczenie linii pradu w obszarze (A) pe (A)

1<y, . L&y . N .
m;(f\<q|/1>su(l”qm)+f‘<q|/1>su<p~q|11))dlm‘m;("\mm)wn(l“lm)+"\-(q\fl)wn(l”qm))"%+Tm<l’)

Wyznaczenie wektora rozwigzan [X]

¥(p)=—

Rys. 2. Schemat programu obliczeniowego SF2D do wyznaczania potencjatu pradu
Fig. 2. Block diagram of the computer program SF2D

Graficzne poréwnanie linii pradu otrzymane metoda brzegowych réwnan
catkowych z eksperymentem zostato przedstawione na rysunku 3. Linie pradu przeptywu
Stokes’a nad walcem zlokalizowanym na dolnej S$ciance otrzymanymi metoda
brzegowych réwnan calkowych (rys.3a) sa zbiezne z liniami przedstawionymi
na fotografii eksperymentu (rys.3b) [8].
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Rys. 3. Linie prqdu przeptywu Stokesa nad sciankg 7 zadang przeszkodg w ksztatcie
walca: a) rozwigzanie numeryczne MEB, b) fotografia linii prgdu eksperymentu
S.Taneda [8]

Fig. 3. Streamlines — Stokes between two fixed rigid planes with cylinder at the a bottom
of a wall: a) BEM solution, b) experiment by S. Taneda [8]

4 Przyktady obliczeniowe

Jako przyktady zastosowania metody brzegowych réwnan catkowych
w wyznaczaniu przeptywoéw Stokes’a przedstawiono przeptyw nad zadang przeszkoda
miedzy dwiema $ciankami. W ponizszych przyktadach zatozono niezaktécony przeptyw
miedzy dwiema nieruchomymi $ciankami opisany wzorem Hagen-Poiseuille’a (rys.1b):

_ _ 1 4
c.(M=PHy-Y) ; ¢.(N=0 ; p=——L %)
24 dx

gdzie: p jest to cis$nienie, 4 jest wspdtczynnikiem lepkosci dynamicznej, natomiast H
oznacza odlegtoé¢ migdzy $ciankami. Do obliczen przyjeto jednostkowa warto$é 2.

Na rysunku 4 wykre$lono linie pradu przeptywu miedzy $ciankami z zadang przeszkoda
na dolnej $ciance w ksztalcie: katownika (rys. 4a), ceownika (rys.4b) oraz zetownika
(rys.4c).
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Rys. 4. Rozwigzanie numeryczne MEB linii pradu przeptywu miedzy dwiema sciankami
z zadang przeszkoda na sciance dolnej w ksztatcie: a) kqtownika, b) ceownika,
¢) zetownika

Fig. 4. BEM solution- streamlines flow between two fixed rigid planes with shape
at the a bottom of a wall: a) angle bar, b) channel bar, b) zee bar
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5 Podsumowanie

Przedstawiony wyzej algorytm rozwigzywania ptaskich zagadnien przepltywu
cieczy lepkiej pozwala na wyznaczenie pol predkosci, ci$nienia i linii pradu

Zastosowanie MEB zaweza dyskretyzacj¢ do brzegu, nie jest zatem wymagana
budowa siatki wewnatrz obszaru, w wyniku czego jest to metoda bardziej konkurencyjna
w stosunku do powszechnie stosowanych metod obszarowych ponadto éw metoda
rozwija si¢ dynamicznie. Dodatkowym atutem przedstawionej metody jest mozliwo$¢
zastosowania obszaréw pétskonczonych, co w przypadku metod siatkowych powoduje
wiele trudnodci. Prezentowana metoda moze by¢ stosowana dla profili predkosci
liniowych jaki i parabolicznych.
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Streszczenie

Opracowanie zawiera zaproponowany algorytm wyznaczania linii pradu
w przeptywach Stokes’a metoda brzegowych réwnan catkowych. W celu walidacji
metody elementow brzegowych poréwnano rozwigzania metoda brzegowych réwnan
catkowych ze znanym eksperymentem. Przedstawiony algorytm moze by¢ wykorzystany
do wyznaczania linii pradu w ptaskich przeptywach Stokes’a w réznych dziedzinach
techniki. W prezentowanej pracy przedstawiono przykladowe graficzne rezultaty obliczen
dla wybranych przyktadéw, dla ktérych nie sa znane rozwigzania analityczne. Algorytm
zostal zaimplementowany w autorskim programie obliczeniowym napisanym w jezyku
Fortran.
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Simulation of the streamlines of Stokes flow
using Boundary Integral Equation Method

Summary

In this article it has been introduced the way to calculate streamlines of Stokes flow using
Boundary Integral Equation Method. The algorithm was verified using a known
experiment S. Taneda. The computer program was written in Fortran programming
language. The algorithm BEM enables very effective solving of test and practical
problems in engineering and can be alternative to mesh methods like Finite Difference
Method, Finite Volume Method or Finite Element Method. A numerical examples were
presented.

Opracowanie zrealizowano w ramach z pracy statutowej nr S/WBilIS$/5/2011.
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