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Symulacja przeplywu cieczy doskonatej
metodq brzegowych rownan catkowych

1 Wstep

Ruch newtonowskiego ptynu nielepkiego i niedciSliwego o stalej gestosci (ciecz
doskonata), bedacy przedmiotem hydromechaniki klasycznej, pomimo istotnego
uproszczenia modelu fizycznego ptynu, jakim jest pominigcie lepkosci i $ciSliwosdci jest
uzytecznym modelem przeptywu w wielu zagadnieniach technicznych.

W zagadnieniach dotyczacych przeplywu wody model cieczy doskonalej jest czgstokro¢
dostatecznie dokladnym modelem fizycznym cieczy, pozwalajacym przy tym na istotne
uproszczenie matematycznego opisu przeptywu [1].

Naturalng konsekwencja przyjecia modelu cieczy doskonalej jest zatozenie potencjalnosci
ruchu (ruch bezwirowy), przez co opis matematyczny ruchu mozna w ogdlnosci
sprowadzi¢ do réwnania ciaggtosci i bezwirowosci pola predkosci w postaci:

div(¢)=0
rot(¢)=0

W  przypadku przeplywu plaskiego, bedacego przedmiotem dalszych rozwazan
¢=(c,,c,), wobec czego réwnania (1) mozna zapisa¢ w formie:

()]

3
div(é)=%+i=0

)
e @)
_._dc, e,
o Ty

Wprowadzajac funkcje potencjatu predkosci P(x,y) i potencjatu pradu W(x,y),
(c, =0®/dx=0¥/dy ;c, =0®/dy=-0¥/ox; P=D(x,y);¥="Y(x,y))uklad

réwnan (2) sprowadza si¢ do rownan Laplace'a wzglgdem potencjatéw ()i (W):

a 2 2
div@)= 264 20 0L 0P _gug g
ox dy odx dy 3
a 2 2
m;(é):i_acx _OY oY ooy

=—+—=
ox dy dx° Ody

Powyzsze réwnania odpowiednio wzgledem potencjatéw (P)i (W)ze stosownymi
warunkami brzegowymi wynikajacymi z postulatu nieprzenikalno$ci materialnego brzegu
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ograniczajacego pole przeplywu mozna rozwigza¢ metodami siatkowymi takimi jak
metoda réznic skonczonych [2], metoda elementéw skonczonych [3] oraz metoda
objetosci skonczonych [4]. Wszystkie wyzej wymienione metody obszarowe wymagaja,
w wigkszosci przypadkéw generowania pracochtonnych siatek, dlatego zagadnienia
przeptywu cieczy doskonatej rozwigzano metodg brzegowych réwnan catkowych [5].

2 Brzegowe réwnanie catkowe opisujac pole potencjatu pradu
ptaskiego przeptywu cieczy doskonate;j

Pole predkosci bezwirowego ptaskiego przeptywu cieczy doskonalej optywajacej ptaski
zamkniety kontur nieprzepuszczalny dla cieczy, badz dowolny uktad takich konturéw,
mozna traktowac jako sume pola predkosci przeptywu jednorodnego (niezaktéconego) i
pola predkosci przeptywu wzbudzonego lokalizacja materialnego konturu, lub uktadu
konturéw, w przeptywie jednorodnym. Z uwagi na warunek potencjalnosci przeptywu i
bezwirowosci pola predkosci, bedacego superpozycja obydwu pét predkosci, potencjaly
pradu przeptywu jednorodnego W_(x,y) iprzeptywu wzbudzonego ¥ (x,y) spelniajg
réwnanie Laplace'a.

V¥, =0 ,

VZ‘PZ =0 ,
uzupelnione warunkiem brzegowym zerowej wartosci potencjalu pradu na konturze
materialnym:

“4)

. (p) _d¥.(p)  I¥.(p)_ (4a)

on ox 7 oy P

X

Y

Rys. 1. Szkic obrazujgcy zagadnienia brzegowe w obszarze ptaskim
Fig. 1. Sketch to consideration of boundary conditions
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Roéwnanie catkowe opisujace przeptyw plaski ptynu cieczy doskonatej z warunkiem
brzegowym (4a) w obszarze ptaskim A ograniczonym zamknigtym brzegiem L (rys. 2)
oraz $ciankami o wspétrzednych y, oraz y, ma postac:

! oW
—u@)+ [ u@(K@.+K,@.q+K, @.9)d, _ 9.
2 on
) (5)
pcl;qclL
gdzie:
K(p,q):i(xp_xq)"nf(yl’_yq)?w ’
2z (xp_xq) +(yp_yq)
Kd(paq)ZL(xp_xq)n"l;+(yl’_yq+2yd)zlrp (5%)
27 (xp—xq) +(yp—yq+2yd)
Kg(p,‘D=L(xp_xq)nﬂ;+(yP_yq+2yg)zlyp
27 (xp—xq) +(yp—yq+2yg)

gdzie: n, n,, sa wersorami normalnej zewnetrznej fp, w punkcie P=P(Xp.p) C L
natomiast (y,) i (y,) oznaczaja wspdtrzedne (y) potozenia Scianek ograniczajacych
przeplyw.
Predkos¢ styczna ¢, na konturze wyznacza si¢ bezposrednio rozwigzujac réwnanie
catkowe (5) i jest ona réwna lokalnej gestosci 4(P) w punktach na P=P(xp.yp) C L
na brzegu (L) :

Cp=1(P) . (6)

Potencjat pradu ¥'-(P) w obszarze (A) mozna opisa¢ réwnaniem catkowym [5,7]:

¥.(p) = [ w@(EP.q)+E,(p.q)+E,(p.q))dL,+¥_(p)

(1) @)
PcA;qclL
gdzie:
1 1
E(p.q) =2—1n 5 5 (7)
T, 1) + (3, - 3
1 1
E,(p.q)=—In - 5 (70)
T G, =3 + (5 — 3y +23,)

1
V&, =3+ (3, =3, +25,)

1
E,(p.@)=7_In (7¢)
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Po wyznaczeniu potencjatu pradu W.(P) sktadowe predkosci ¢, oraz ¢, mozna
wyznaczy¢ z zaleznosci:

oV
c.(p)= +%
o ! ®
¢, =-22P)
ox

Po uwzglednien zaleznosci (8) skladowe predkosci w obszarze (A) mozna opisaé
réwnaniami:

IE(p.q) , 9E,(p,q) , 9E,(.9)
c.(p)= | 1@ + + dL, +c. (p)
<£> [ %, 9y, ay, ‘ (92)
PCcA;qclL
gdzie:
JE(p.q) _ 1 Yo~V 1
8yp 27 ()cp—)cq)2+(yp—yq)2
— Y, +2
OE,(p.@) _ 1 R T o)
ay, 27 (x, = %)+ (¥, = ¥, +25,)
JE,(P.q) 1 Yo = Vg T2V,
ay, 2 (xp—xq)z+(yp—yq+2yg)2
oraz:
AP) =" + + dL +c,,
o ®)=- j )u(q)( ™ o 0|t ® o)
pcA;qcL
gdzie:
JE(p.q) _ 1 X, =%,
o, 27 (x,—x) +(y, =V,
oE, (p, 1 X —X
. (P-q) _ _ P q _ 9b%)
ox, 27 (x, = x)" + (¥, =y, +2¥,)
JE,(P.q) _ 1 X, - X,
ox, 27 (x, —x,)* + (v, =¥, +2¥,)°

Predko$¢ wypadkowa jest sumag predkosci przeptywu jednorodnego i przeptywu
wzbudzonego:
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¢=¢_+¢,
(10)
¢ = \/(cm te, ) +(e, +e,)
3 Walidacja metody elementéw brzegowych w zagadnieniach

ptaskiego optywu obiektow cieczg doskonatg

W celu walidacji modelu obliczeniowego, rezultaty obliczen MEB potencjatu
pradu i pola predkosci zostaly poréwnane z rozwigzaniem analitycznym plaskiego optywu
walca kotowego o promieniu (r) w obszarze péinieskonczonym nad $ciankg réwnolegta
do osi (X) ukladu wspéirzednych umieszczong w odleglosci (b) od osi walca.
Rozwigzanie analityczne otrzymuje si¢ superpponujac potencjaly pradu dwoéch zrédet
podwéjnych i przeptywu jednorodnego z predkoscia € =C..wzdluz osi (X) uktadu
wspdtrzednych [8]:

c.r’y 3 c.r’ (y—2b)

Y=c y-
Y X +y x2+(y—2b)2

an

Skfadowe predkosci ¢, oraz c, otrzymuje si¢ w wyniku rézniczkowania zaleznosci (11)
odpowiednio wzgledem zmiennych x i y:

1) el
() (¥ +(y-20)")
2ty 2e.rx(y—2b)

(@ +5°) (24 (y-2))
Predkosé wypadkowa przeptywu jest réwna

c=yJc +c. (13)

W przypadku metody brzegowych réwnan catkowych brzeg podzielono na 16
elementéw przyjmujac stalg gesto$¢ funkeji g(q). Wzgledne bledy obliczen warto$ci
potencjatu pradu oraz wypadkowej predkosci wyznaczono z zaleznosci:

lIJT _‘PMEB

c.=C

X oo

(12a)

y =

(12b)

AY,,. = £100% (142)

T
gdzie: Wy jest wartoScig potencjatu pradu w obszarze przeptywu wyznaczonego metoda
brzegowych réwnan catkowych, natomiast Wy jest warto$cia wyznaczong z zalezno$ci
analitycznej (11).

Analogicznie sformutowano szacunek bledu rozwigzania dla predkosci:

C—Cyrs
C

Ay = *100% (14b)
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Blad metody brzegowych réwnan catkowych wyznaczony dla potencjalu pradu
i predko$ci w wybranych punktach przekroju y=1 1.5 i nie przekroczyl wartoéci 2 %.

Tab. 1. Potencjat pradu oraz wypadkowa predkosci optywu okregu nad sciankg
- blgd rozwigzania BEM

Tab. 1. The streamlines and velocity of the flow over an circle above a solid plane
wall — error analysis applied in BEM

Lp Wspétrzedne Rozwiazanie | Rozwiazanie | Btad metody | Rozwigzanie | Rozwiazanie | Btad metody
obszaru A analityczne | MEB 16 el. | MEB 16 el. | analityczne | MEB 16 el. | MEB 16 el.
Xo Yo Wr Pnes AWy c Cmes ACwmes
) m m m’/s m/s % m/s m/s %
! -1,500E+00 | -1,500E+00 | -1,500E+00 | -1,507E+00 [4,600E-01 1,000E+00 | 9,971E-01 |2,910E-01
2 -1,000E+00 | -1,500E+00 | -1,500E+00 | -1,498E+00 |1,067E-01 1,237E+00 | 1,237E+00 |0,000E+00
3 -5,000E-01 |-1,500E+00 | -1,500E+00 | -1,483E+00 |1,113E+00 | 1,640E+00 | 1,653E+00 |7,744E-01
4 0,000E+00 |-1,500E+00 | -1,500E+00 | -1,473E+00 {1,820E+00 | 1,889E+00 | 1,913E+00 |1,276E+00
3 -1,500E+00 | 1,500E+00 | 9,667E-01 | 9,510E-01 |1,625E+00 | 1,065E+00 | 1,067E+00 [1,972E-01
6 -1,000E+00 | 1,500E+00 | 8,267E-01 | 8,129E-01 |1,670E+00 | 1,200E+00 | 1,200E+00 [8,333E-03
7 -5,000E-01 | 1,500E+00 | 6,805E-01 | 6,702E-01 |1,508E+00 | 1,390E+00 | 1,385E+00 |4,171E-01
8 0,000E+00 | 1,500E+00 | 6,111E-01 | 6,036E-01 {1,224E+00 | 1,494E+00 | 1,482E+00 |7,632E-01

Na rysunach 2 przedstawiono graficzne rezultaty obliczen metoda brzegowych
réwnan catkowych. Rysunek 2a przedstawia linie pradu optywu walca nad $cianka,
rysunek 2b pole predkosci, natomiast rysunek 2c rozklad cis$nienia wzbudzonego
optywem kotowego profilu, wyznaczony z réwnania D. Bernoulliego przy zatozeniu
jednostkowej gestosci cieczy i ci$nieniu odniesienia (py=0).
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Rys. 2. Potencjalny optyw okregu nad sciankg, rozwigzanie numeryczne MEB:

a) potencjat prgdu, b) pole predkosci, c) rozktad cisnienia

Fig. 2. Potential flow past circle above a solid plane wall, BEM solution : a) streamline

function, b) velocity field, c) pressure field
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4 Przyktad obliczeniowy

Nizej przedstawiono wyniki rozwigzania zagadnienia oplywu ciecza doskonata
dwdch eliptycznych profili w kanale migdzy $ciankami réwnolegtymi.
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Rys. 3. Potencjalny optyw dwoch eliptycznych profili miedzy dwoma Sciankami,
rozwigzanie MEB: a) potencjat prgdu, b) pole predkosci, c) rozktad cisnienia

Fig. 3. Potential flow past two ellipses between a solid plane walls, BEM solution :
a) streamline function, b) velocity field, c) pressure field
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Do obliczen przyjeto jednostkowa predkosci przeptywu niezaki6conego c.. oraz
jednostkowa gesto$¢ cieczy p. Graficzne rezultaty obliczen zostaly przedstawione
narysunku 3. Na rysunku 3a wykreslono linie pradu, rysunek 3b przedstawia pole
predkosci przeptywu, natomiast rysunek 3c rozklad ci$nienia wzbudzonego optywem
uktadu dwoéch eliptycznych profili.

5 Podsumowanie

Przedstawiony algorytm optywu figur z zadanymi $ciankami cieczg doskonata metodg
brzegowych réwnan catkowych jest narzgdziem tatwym w implementacji, a takze
wydajnym. Niewatpliwe wada prezentowanego wyzej algorytmu jest zawezenie
symulacji do przeptywéw potencjalnych ciecza doskonata, pomimo tego narzedzie to
moze by¢ stosowane do wstepnej analizy szeregu zagadnien przeptywowych.
Zastosowanie metody elementéw brzegowych pozwala unikng¢é wykonywania
pracochtonnych siatek w poréwnaniu do metod obszarowych, jak réwniez skraca czas
wykonywanych obliczen, poniewaz MEB redukuje o rzad wymiar rozwigzywalnych
zagadnien.
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o

Streszczenie

W  opracowaniu przedstawiono rozwigzanie zagadnienia optywu ciecza
doskonatg konturéw o dowolnym ksztalcie w ptaskim obszarze ograniczonym
materialnymi §ciankami metoda elementéw brzegowych. Blad metody brzegowych
rownan catkowych zostal wyznaczony poprzez poréwnanie rezultatbw MEB z
wyprowadzonym rozwigzaniem analitycznym optywu okrggu nad $cianka. W pracy
przedstawiono przyklady obliczeniowe. W celu wykonania symulacji sporzadzono
oryginalne oprogramowanie zagadnienia obliczeniowego w jezyku programowania
Fortran.
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Simulation of the perfect fluid flow
by using Boundary Integral Equation Method

Summary

The paper propose the solution of the two-dimensional flows of perfect fluid through
channels with parallel walls and with object arbitrary shape immersed inside
by Boundary Integral Equation Method. The solution of problem was conducted with
use of potential flow. Results of BEM simulation were compared with analytical results
the streamlines and velocity of the potential flow over an circle above a solid plane wall.
A numerical examples were presented. Analysis and simulation were conducted
in Fortran Compiler.
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