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Dobér optymalnego sygnatu wejsciowego
w zadaniu identyfikacji parametrow ukladu
inercyjnego

Wprowadzenie

Identyfikacja parametréw obiektu regulacji jest waznym etapem budowy dokladnego
modelu  matematycznego na  podstawie  przeprowadzonego  eksperymentu
identyfikacyjnego oraz dostepnej wiedzy [1, 2]. Dokladno$¢ uzyskiwanych estymat
parametréw modelu matematycznego zalezy przede wszystkim od doboru odpowiedniego
sygnatu, ktéry wzbudza starannie = wybrane wejscie  obiektu  regulacji
[3, 4]. Stwierdzono, iz opracowanie doktadnego modelu matematycznego rozpatrywanego
procesu pochtania 75% kosztéw zwigzanych z zaawansowanymi projektami
automatyki [5].

W wielu praktycznych zastosowaniach identyfikacja przeprowadzana jest w czasie
rzeczywistym, podczas normalnej pracy obiektu (procesu technologicznego). Z tego
wzgledu preferowane sa metody doboru optymalnego sygnatu wejsciowego przyjaznego
dla obiektu [6, 7]. Dobér optymalnego sygnatu przyjaznego dla obiektu wigze si¢ z
uwzglednieniem ograniczen procesu technologicznego (tj. czasu trwania eksperymentu,
amplitudy sygnatu wejsciowego i wyjsciowego oraz szybko$ci zmian pobudzenia) [8].
Pobudzanie wejscia identyfikowanego modelu sygnalem przyjaznym zabezpiecza obiekt
przed gwattownymi zmianami sygnatu sterujacego, ktére moga mie¢ wpltyw nie tylko na
wskazniki ekonomiczne procesu, ale réwniez na stabilno§¢ obiektu. Identyfikacja
przyjazna dla obiektu powinna zapewnia¢ akceptowalne wartosci estymat jego
parametréw [9].

Optymalizacja eksperymentu polega na wyborze kryterium optymalno$ci i wyznaczeniu
takich zmiennych eksperymentu (np. postaci sygnalu pobudzajacego, czasu trwania
eksperymentu, schematu prébkowania, wariancji doktadno$ci pomiaréw), dla ktérych to
kryterium jest spelnione. Po sprecyzowaniu kryterium optymalnosci planowanie
eksperymentu sprowadza si¢ do zadania optymalizacji z ograniczeniami. Wektor
dopuszczalnych eksperymentéw moze podlega¢ ograniczeniom jako$ciowym ze wzgledu
na liczbg i rodzaj wielkosci wejsciowych i wyjsciowych oraz ograniczeniom ilo§ciowym
dotyczacym energii pobudzenia dopuszczalnych wej$¢, czasu trwania eksperymentu,
fizycznych ograniczen zmiennych eksperymentu, minimalnego odstgpu czasu pomigdzy
kolejnymi  pomiarami, itp.  Dobdér  optymalnego  sygnalu  wejsciowego
w zadaniu estymacji wektora parametréw badanego systemu polega na optymalizacji
funkcji celu zdefiniowanej na macierzy informacyjnej Fishera M [10]. Czgsto
wykorzystywanym kryterium, w zadaniu doboru optymalnego sterowania, jest
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maksymalizacja sumy elementéw diagonalnych macierzy informacyjnej M. Inne
wskazniki optymalnego rozwigzania przedstawiono ponizej:

e A-optymalnos¢: (M), minimalizuje $rednig wariancj¢ estymowanych
parametrow,
e E-optymalnosé: A, (M™), minimalizuje maksymalng warto$¢ wiasna macierzy
M,
¢ D-optymalno$¢: minimalizuje objetos¢ elipsoidalnych obszaréw ufnosci
estymowanych parametrow.
Wybdr kryterium optymalno$ci jest istotny ze wzgledu na cel przeprowadzanego
eksperymentu  identyfikacyjnego. = Weryfikacje = wybranego  kryterium  mozna
przeprowadzi¢ na podstawie odpowiednio zdefiniowanego wskaznika efektywnosci.
Wskaznik ten umozliwia stwierdzenie, o ile optymalny wektor eksperymentu jest ,,lepszy”
od wektora poczatkowego [11].

Celem niniejszej pracy jest dobdr optymalnego sygnalu pobudzajacego w zadaniu
identyfikacji parametréw uktadu jednoinercyjnego. Optymalizowany funkcjonal celu
zdefiniowano w postaci kanonicznej Mayera.

Dobér optymalnego sygnatu sterujacego uktadem inercyjnym
W niniejszym rozdziale rozwazano liniowy obiekt dynamiczny pierwszego rzedu
0 nastepujacej transmitancji operatorowej
k
Gls)=—-" ey
Ts+1
W przypadku uktadu liniowego pierwszego rzedu, o jednej zmiennej wejsciowej u i jedne;j
zmiennej stanu x, dziatanie uktadu mozna przedstawi¢ w postaci opisu w przestrzeni stanu
x(t) = ax(t) + bu(t), x(O) =X

y(1)= (1)

gdzie x = x(t;a,b), przy czym parametry modelu a i b sa state. Esencja planowania

2

eksperymentéw optymalnych jest spelnienie warunkéw wynikajacych z twierdzenia
Cramera-Rao, tj. macierz kowariancji estymat parametréw jest ograniczona od dotu
przez odwrotnos¢ macierzy informacyjnej Fishera (FIM)

cov([a,b))>M™! 3

Macierz informacyjna FIM modelu ukladu jednoinercyjnego (2) mozna przedstawi¢ w
postaci

a 0

T T
) Ixazdt fxaxbdt
{ * x“xb}dt = 0 )

el b |

2
ol XaXp b

T T
fxaxbdt Ix,fdt
0 0
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gdzie x,=d/da oraz x,=ck/cb. Rézniczkujac obie strony réwnania (2) wzgledem jego
parametréw a i b mozna dokona¢ konwersji réwnania stanu na réwnania wrazliwo$ciowe
systemu w nastepujacej postaci

X, =x+ax,, xa(O)ZO ©)
X, =ax, +u, xb(0)= 0 (6)

W celu doboru optymalnego sygnatu sterujacego uktadem inercyjnym, maksymalizacji
poddano wskaznik jako$ci w postaci wyznacznika macierzy informacyjnej FIM
(kryterium D-optymalno$ci).

t x, d
M@ =" [x, xHr 11— (7)
e dt
Po sprowadzeniu réwnania (7) do postaci kanonicznej otrzymujemy
M(t):{ia}[xa x,] M(0)=0 ®)
b

Przyjmujac, ze

M(1)= {mn(t) mlz(t)} ©)

otrzymujemy
rig (1) = 33 (t). -y, (0)=0 (10)
tingy (£) = ring, () = x, (1), (1), my5(0)=0 (11
riaa () = %5 (t), my2(0)=0 (12)
Uklad réwnan stanu poszerzony o réwnania wrazliwosciowe przyjmuje posta¢
X =X, X =ax +bu,  x(0)=x,
Xy =X,, X, =x +axy,, x(0)=0
X3 =Xy, X3 =ax;+u, x;(0)=0
. (13)
Xq =My, iy =25, x,(0)=0
Xs =My =My, X5 = XpX3, x5(0)=0
Xe =M, K =3, %(0)=0

Maksymalizacji poddano funkcjonal celu w formie kanonicznej Mayera. W celu
»wygladzenia” charakteru przebiegu sygnatu sterujacego (rys. 1), do kryterium dodano
czlon odpowiadajacy catce z kwadratu sterowania, przemnozonej przez zalozona stalg g
(tj. koszt energetyczny), ktéra powinna by¢ tak dobrana aby nie zdominowaé czionu
z wyznacznikiem macierzy informacyjnej Fishera [12]. Maksymalizowany wskaznik
jakosci przyjmuje postaé

85



Wiktor JAKOWLUK

7= (el o1, )= 20, ) fuT ot (14)
0

Powyzszy problem moze zosta¢ rozwiazany z wykorzystaniem istniejacych bibliotek
narzedziowych przeznaczonych do rozwigzywania probleméw optymalnego sterowania,
takich jak: RIOTS_95 [13], DIRCOL [14] oraz MISER[15]. Obliczenia i symulacje
przeprowadzono z wykorzystaniem komputera osobistego (Pentium 4, 3,00 GHz, 512 MB
RAM), systemu operacyjnego Windows XP oraz programu Matlab 7 (R14). Optymalne i
suboptymalne sygnaty wejsciowe zostaly wyznaczone przyjmujac nominalne warto$ci
parametréw modelu uktadu inercyjnego a = -1, b = 1, funkcj¢ kryterialng okreslono na
stanie koncowym 7, = 10 [s], wykorzystano algorytm SQP. Przedziat warto$ci sterowan
dobrano arbitralnie -1 < u(f) < 1, zatozono warunek poczatkowy systemu xo(0) = 5 oraz
warto§¢ poczatkowa sygnatu sterujacego u(0) = 1. Optymalny sygnal sterujacy
wyznaczono na podstawie gradientu wskaznika jako$ci uzyskanego w wyniku calkowania
réwnan rézniczkowych krokowa metoda Runge-Kutty z siatka catkowania 0,2 [s]. Wyniki
doboru D-optymalnych sygnaléw wejsciowych dla réznych wartosci wspdiczynnika
kosztu energetycznego g przedstawiono na ponizszych rysunkach.

q=0
15 . . . .
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S

Rys. 1. Optymalny sygnat wejsciowy dla wspotczynnika q
Fig. 1. Optimal input signal for coefficient g = 0
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Rys. 1. Optymalny sygnat wejsciowy dla wspotczynnika q = 2,5
Fig. 1. Optimal input signal for coefficient g = 2,5
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Rys. 3. Optymalny sygnat wejsciowy dla wspotczynnika q = 3,95 (wartos¢ krytyczna)
Fig. 3. Optimal input signal for coefficient g = 3,95 (critical value)
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q=7
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Rys. 4. Optymalny sygnat wejsciowy dla wspotczynnika g = 7
Fig. 4. Optimal input signal for coefficient g = 7

W celu unikniecia lokalnych maksiméw wszystkie obliczenia powtérzono kilkukrotnie
przyjmujac rézne warunki poczatkowe. Wyznaczanie optymalnego sygnatu sterujacego
zajmowato okoto sze$c¢dziesigciu sekund. Optymalny sygnat pobudzajacy wyznaczony na
podstawie maksymalizacji wskaZznika jako$ci (14) bez ograniczenia na energi¢ sygnalu
wejsciowego (tj. g = 0) przedstawiono na rysunku 1. Nastgpnie zwigkszano wspétczynnik
oplaty za energi¢ sterowania (rys. 2) az do uzyskania wartosci krytycznej g = 3,95
przekroczenie, ktérej powoduje dominacj¢ funkcjonatu odpowiadajacego za koszt
energetyczny nad maksymalizowanym wyznacznikiem FIM. W celu poréwnania na
rysunku 3 przedstawiono D-optymalny sygnal wejsciowy wyznaczony dla wartosci
krytycznej wspdtczynnika energetycznego oraz zamieszczono wizualizacje sygnalu
nieoptymalnego (rys. 4) uzyskanego dla g = 7. Oplata za energi¢ sterowania jest w tym
przypadku tak duza, Ze obiektem ,,nie optaca” si¢ sterowac.

Funkcjonal celu przedstawiony réwnaniem (14) moze zosta¢ zapisany w nastg¢pujacej
postaci

J=J,—-qJ, (15)
gdzie: J, oznacza wyznacznik FIM, J, jest catka z kwadratu sygnatu wejsciowego.

Eksperyment D-optymalny e maksymalizuje wyznacznik macierzy informacyjnej Fishera
IM(e)l lub minimalizuje wyznacznik macierzy odwrotnej IM™(e). Kazde kryterium
optymalnosci J(.) moze by¢ weryfikowane na podstawie odpowiednio zdefiniowanego
wskaznika efektywnosci. Wskaznik ten umozliwia wyznaczenie wzglednej miary
wydajnosci dowolnego wektora eksperymentu e, w stosunku do wektora eksperymentu
optymalnego e'. D-efektywnos¢, ktéra okresla ilosciowa miare suboptymalnosci
trajektorii sygnatu wejsciowego, zdefiniowano za pomoca ponizszej zaleznosci
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ED(e)={det(M(e’e»}Uk (16)

det(M(p.e”))
gdzie: k - ilo$¢ identyfikowanych parametréw, 0 - wektor estymowanych parametréw oraz
e’ - wektor eksperymentu D — optymalnego.

Wyniki obliczen dla réznych wartosci wspélczynnika kosztu energetycznego
q oraz odpowiadajacych im wartosci D-efektywno$ci zamieszczono w tabeli 1.

Tabela 1. Porownanie komponentow wskaznika jakosci oraz D-efektywnosci
Table 1. Comparison of the performance index components and D-efficiency

q Ji Js Ep(e)
0,00 43,97 0,00 1,00
2,50 42,18 21,61 0,98
3,95 36,85 27,77 0,92
7,00 33,51 30,35 0,87
8,00 4,77e-12 7,82¢-11 3,29¢e-7

Jak mozna bylo si¢ spodziewa¢ ograniczenie na energi¢ sygnalu wejsciowego ma znaczny
wplyw na postaé optymalnego sterowania. Wartoé¢ wyznacznika det(M) = 4,77 x 102
oznacza, iz odpowiadajagca mu macierz informacyjna Fishera jest praktycznie osobliwa
(dlag=38).

Przeprowadzono identyfikacj¢ parametréw modelu uktadu inercyjnego poddajac go
pobudzeniu réznymi sygnatami wejsciowymi. W celu weryfikacji doktadnosci
uzyskiwanych estymat parametréw modelu system poddano wymuszeniu: sygnalem
optymalnym (rys. 1), skokiem jednostkowym, sygnalem sinusoidalnym ,,wolnym”
o czestotliwosci f = 0,1 [Hz] oraz sygnatem sinusoidalnym ,,szybkim” o czestotliwosci
f=1[Hz]. Symulacje przeprowadzono z wykorzystaniem obiektu opisanego réwnaniem
(1) przyjmujac nominalne wartosci parametréw réwne: a = -1 oraz b = 1. Obiekt poddano
zakt6ceniu losowemu o rozkladzie normalnym, wartosci S$redniej réwnej zero
iograniczonej wariancji. Schemat blokowy procesu identyfikacji przedstawiono
narysunku 5. Identyfikowano parametry modelu poszukujgc minimum zmiennej
wyjSciowej y(f) wykorzystujac metode poszukiwan prostych Neldera - Meada.
Minimalnych warto$ci zmiennej y(f) poszukiwano wprowadzajac wezty siatki warunku
poczatkowego —5 < xp(0) < 5 zmieniajacego si¢ skokowo o jeden i wariancji zaktdcen
0 < ¢ <0,7 zmieniajacej si¢ skokowo o jedng dziesiatg. Wyznaczono optymalne estymaty
parametréw modelu dla wszystkich kombinacji warto$ci warunku poczatkowego oraz
wariancji zaktécen.

Poszczeg6lne elementy macierzy kowariancji parametréw okreslaja wybrane wymiary
elipsy niepewnosci. Szeroko$¢ elipsy wzdtuz poszczegélnych osi wspéirzednych jest
okre§lona przez wariancje estymat elementéw diagonalnych macierzy kowariancji.
Splaszczenie elipsy zalezy od wspdtczynnika korelacji estymat, tj. stosunku odpowiednich
elementdw pozadiagonalnych do diagonalnych macierzy kowariancji parametréw.
Warto$ci wlasne macierzy kowariancji okreslaja dlugoéci poszczegblnych osi elipsy.
Kwadrat pola powierzchni elipsy jest proporcjonalny do wyznacznika macierzy
kowariancji, ktéry jest réwniez iloczynem warto$ci wlasnych tej macierzy. Na rysunku 6
wykreslono obszary ufno$ci estymat parametréw modelu.
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Szum bialy

Obiekt
u(r)

Model

Rys. 5. Przeptyw informacji w procesie identyfikacji
Fig. 5. Flow of information in identification
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Rys. 6. Elipsoidalne obszary ufnosci estymat parametrow modelu inercyjnego
pobudzanego roznymi sygnatami wejsciowymi

Fig. 6. Ellipsoidal confidence regions of the inertial model parameters estimates

which was perturbed using different input signals

Optymalny sygnal sterujacy ukladem inercyjnym rézni si¢ od skoku jednostkowego
przetaczeniem wystepujacym w poczatkowej fazie przebiegu sterowania (rys. 1). Réznice
te wplywaja jednak w zauwazalny sposéb na niepewnos$¢ otrzymywanych estymat
parametréw. Najmniejsza niepewno$¢ wyznaczonych parametréw uzyskano pobudzajac
system optymalnym sygnalem wejSciowym, o czym $wiadczy obszar ufnosci
wyznaczonych estymat (rys. 6). Nieco wicksza niepewno$¢ wynikéw estymacji
zaobserwowano przy pobudzeniu systemu skokiem jednostkowym. Mozna zauwazy¢, ze
niepewnos$¢ estymowanych parametréw modelu sterowanego sygnatem sinusoidalnym
ro$nie wraz ze wzrostem jego czestotliwosci.

90



Dobér optymalnego sygnatu wejsciowego w zadaniu identyfikacji parametréw
uktadu inercyjnego

Podsumowanie

W pracy przedstawiono problem wielokryterialnego doboru optymalnego sygnatu
wejsciowego w zadaniu identyfikacji parametréw modelu uktadu inercyjnego. Wyniki
doboru optymalnego sygnatu pobudzajacego oraz jego weryfikacje zamieszczono
w postaci graficznej. Istotne znaczenie ma fakt, iz maksymalizowany wskaznik jakosci
moze zosta¢ zapisany w postaci kanonicznej Mayera, co umozliwia rozwigzanie zadania
z wykorzystaniem istniejacych bibliotek narzedziowych do optymalizacji uktadéw
dynamicznych.
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Streszczenie

Doktadno$¢ uzyskiwanych estymat parametrow identyfikowanego modelu zalezy
przede wszystkim od doboru odpowiedniego sygnatu wejSciowego, ktéry wzbudza
wybrane wejscie obiektu regulacji. W pracy przedstawiono wyniki doboru optymalnego
sygnalu pobudzajacego ukladem jednoinercyjnym. Celem takiego eksperymentu jest
minimalizacja wariancji uzyskiwanych estymat parametréw. Maksymalizowano
funkcjonat celu okreslony jako wyznacznik macierzy informacyjnej Fishera
uwzgledniajac natozone ograniczenia na amplitude sygnatu wejsciowego. Stwierdzono,
ze optymalne pobudzenie identyfikowanego obiektu minimalizuje elipsoidalne obszary
ufnosci estymowanych parametréw.

Design of an optimal input signal for
identification of inertial system parameters

Summary

The choice of an input signal used for actuation of the system is critical in the task of
model building and parameter identification. In the paper the optimal excitation signal
was generated for an inertial model. The objective of this kind of experiment design is
to minimise the variance of the parameters to be estimated. In this case, the objective
function was formulated through maximisation of the Fisher information matrix
determinant in the form of a conventional integral criterion with amplitude constraints.
It was shown that the optimal input signal used for system excitation minimises the
volume of the ellipsoidal confidence region of parameters estimates.
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