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Modelowanie i symulacja
drgan przewodow wzbudzonych okresowo
zmiennym przeplywem cieczy

1 Wstep

Drgania przewodéw rurowych wzbudzane przeptywajaca cieczg lub gazem sa
przedmiotem analiz w wielu pracach, zwlaszcza w literaturze anglojezycznej [1-9].
Rezultaty analiz teoretycznych s3 tez przez niektérych autoréw potwierdzane
eksperymentalnie [1,9]. W praktyce efektem drgan jest czesto podwyzszony poziom
hatasu, a w skrajnych przypadkach drgania moga spowodowaé awari¢ systemu
hydraulicznego. Problem modelowania takich ukladéw jest zagadnieniem do$¢ ztozonym,
a pelny opis zjawisk fizycznych zachodzacych w uktadzie wymaga wprowadzenia sporej
liczby nieliniowych réwnan rézniczkowych czastkowych, trudnych 1lub wrecz
niemozliwych do analizy. Z tego powodu do opisu omawianych zjawisk sa wprowadzane
modele uproszczone, w tym czgsto sg to modele liniowe.

W niniejszej pracy poddano analizie uklad opisany jednym nieliniowym réwnaniem
czastkowym. Wprowadzony model ma stuzy¢ analizie zjawisk, bedacych efektem pulsaciji
predkosci cieczy przeptywajacej w prostoliniowym przewodzie. Pulsacje te wynikaja
z nierownomierno$ci wydajno$ci pomp i sg jedng z podstawowych przyczyn drgan
uktadéw hydraulicznych. Istotnym problemem jest oszacowanie zakresow parametréw
systemu hydraulicznego, w ktérych wystepuje duze prawdopodobienstwo wzbudzenia si¢
szkodliwych dla uktadu drgan. W pracy podjeto prébe wyznaczenia takich zakresow
oraz zbadania charakteru generowanych drgan.

2 Model uktadu

Model analizowanego uktadu zostal przedstawiony na rys. 1. Do opisu drgan
poprzecznych i podluznych przewodu o dtugosci ! wprowadzono wspétrzedne w(x, f)
iu(x, ).

I ! |

Rys. 1. Model uktadu
Fig. 1. Model of the system
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Ruch cieczy wzgledem przewodu okresla wspétrzedna s(f). Zalozono tez, ze predkosé
przeptywu U=5() zalezy jedynie od czasu. W celu wyprowadzenia réwnan
rézniczkowych ruchu [2, 5] rozwazmy oddzielnie sity dzialajace na element cieczy
(rys. 2a) oraz na element przewodu (rys. 2b).
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Rys. 2. Oznaczenia sit: a) element cieczy, b) element przewodu
Fig. 2. Indication of forces: a) fluid element, b) pipe element

Po uwzglednieniu sktadowych normalnych n i stycznychz sit wewnetrznych w uktadzie
rura-ciecz oraz przyrostu sil parcia pA, (p — ci$nienie, A — powierzchnia pola przekroju
wewngtrznego przewodu) réwnania elementu cieczy o jednostkowej masie m, przyjmujg
postac:

m/.dx%:—mcow—ndxsin @—d(pAcos ) )
2
m/dx% = —zdxsin @+ ndxcos 9 — d( pAsin @) )

przy czym kat ¢, okreSlajacy kierunek stycznej do osi przewodu, zalezy nieliniowo
od wspétrzednych u i w. Wystepujace w réwnaniach (1,2) pochodne absolutne nalezy
wyznaczy¢ z nastepujacych wzoréw:
D*(s+u) Ju. ., .0%u oudU, 9% U,
= U, t2 s t7 Tt

Dt ox oxot ox dr ot ot

2 2 2 aU 2
D’w _d'w 2+28WU +8_w f+8w

Di* ox® ' Toxar ' ox o ot

Réwnania ruchu elementu przewodu (71, — masa na jednostke dtugosci) zalezg dodatkowo
od sit poprzecznych Q oraz podtuznych 7'i maja one postac:

3

“

mpdngL; =wdxcos @+ ndxsin ¢ +d(T cos ¢) —d(Q sin @) 5)
*w . .
mpdx? = 7dxsin ¢ — ndxcos @+ d (T sin ) + d(Q cos @) 6)

Wyznaczajac wystepujace w réwnaniach (5) i (6) sity: poprzeczng Q oraz osiowg T
uwzgledniono wptyw tlumienia wewnetrznego [3,7], przyjmujac hipoteze Voigta-Kelvina.
Zalezno$¢:
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pozwala obliczy¢ sile poprzeczna, natomiast site rozciggajaca po uwzglednieniu
nieliniowego zwigzku [3, 4, 8]:

Q=—EIP[8W aw}

g:a_”+l[a_w (8)
ox 2\ ox
mozna wyznaczy¢ ze wzoru:
o ol ou 1(awY
T=T +EA —|le=T +EA |1 — | =—+=| = 9
ot {e+aat}g ot { mat}{aﬂz(ax” (&)

Zakladajac dalej, ze wystepujace w rownaniach (1), (2), (5) i (6) przyrosty sit wynikajg
tylko ze zmiany zmiennej x, czyli przyktadowo:

d(Tsin gy = 2750 4 (10)
ox
po dodaniu stronami réwnan (1,2) i (5,6) otrzymuje si¢ réwnania:
ma.ft +m, a.”Uz +ZalU. +a_uBU/ +8U/ +
o lox* 7 oxor 7 ox or ot (11
N J[(pA—T)cos @] N d(Qsin @) —0
ox ox
2 2 2 8U
ma fv+m/ J ?Uﬁ+za—WU/ +a—w L+
ot’ ox’ 0xot ox ot (12)
N d(pA-T)sing] 9d(Qcosg) _ 0
ox ox

gdzie m=m,+my;. Scisty opis modelu wymaga dotaczenia do tych réwnan zwiazkéw
wynikajacych z prawa ciaglosci, a takze uwzglednienia zmiany pola przekroju, bedacej
efektem zmiany zaréwno ci$nienia, jak i sity rozciggajacej. Rowniez gestos¢ cieczy moze
ulega¢ zmianom — wtedy wykorzystuje si¢ dodatkowo modut $cisliwosci.

W celu oszacowania wptywu podstawowych parametréw ukladu na jego drgania przyjeto
dalej znaczne uproszczenia, pozwalajace w efekcie finalnym opisa¢ ruch uktadu jednym
réwnaniem rézniczkowym czastkowym. Zalozono dalej, ze sila osiowa nie zalezy od
zmiennej przestrzennej, w zwigzku z czym mozna ja przyréwna¢ do wartosci $redniej,
obliczonej nastepujaco:

1

EA[ 0| 2u 1wy
T(t)_To-’-T{HanJLX + Z(ij :ldx (13)

0
Dla zamocowanych przegubowo obu koncéw przewodu zachodza zwigzki: u(t,0)=u(t,l),
w zwigzku z czym wzdr (14) upraszcza si¢ do postaci:
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1

EA, 0 owY’
T(t)_z,+7[1+aatM(ax)dx (14)

0

Przy zatozeniu matych drgan,
sinq):a—w cosp=1 ... (15)
ox
pominigciu czlondw nieliniowych oraz osiowych sit bezwladnosci (za wyjatkiem
sktadnika m; dU; /9¢) z réwnania (11) otrzymuje si¢ zwiazek:
U,
d(pA) Tm /

ox Toot
z ktérego, po scatkowaniu w granicach od dowolnego x do /, wynika zaleznos¢ [6]:

=0 (16)

U,
pA:p(,A+m/T(l—x) 17
Po wstawieniu wzoréw (7), (14), (15) i (17) do (12) i wykorzystaniu zwigzku:
_ oU
d(pA T)sin(pza(pA)a_w: ; ow

m, 18
ox dx ox "ot ox (1%
nastepujace réwnanie opisuje drgania poprzeczne przewodu z cieczg:
2 2 2 4 5
mazv+m/ aVZVU/’“.+28WU/. +EI)av4V+aa4W +
ot dx dxot "l ox ox*or
! 19)

U EA : 2
+| p,A=T, + f—~ (l—x)——”[l+ai} (a—w) o
ot 21 ot ox ox’

0

W pracach dotyczacych podobnych zagadnien wprowadza si¢ zmienne bezwymiarowe,
odnoszac najczeéciej przemieszczenia do dhugosci przewodu (W(ED=w/l, &=x/I).
Bezwymiarowy czas jest definiowany zwigzkiem: 7=apt, gdzie:

EI,
, = T (20)

Réwnanie (19) w zmiennych bezwymiarowych ma postac:
. 1
F+2BU U —q+U=) = A (37 + 20351y +y" + 5" =0 @1
0

przy czym oznaczono dalej kropka rézniczkowanie wzgledem zmiennej 7, a primem
wzgledem & Wystepujace w réwnaniu (21) parametry sg zdefiniowane wzorami:

/m U
B =L U:’B ! é‘:_a
m w,l ma,
Al

g= (To _ poA)lz
21 EI,

P

A=

(22)
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3 Metoda Galerkina

Do rozwigzania réwnania (21) zastosowano metode Galerkina [4, 8], zakladajac dla
podparcia przegubowego przyblizone rozwigzanie nast¢pujaco:

y,6) = i v, (7)sinkxé (21)

W prowadzonych dalej obliczeniach numerycznych ograniczono si¢ do uwzglednienia
pierwszych trzech form drgan. W takim przypadku po zastosowaniu metody Galerkina z
uwzglednieniem warunkéw ortogonalno$ci funkcji trygonometrycznych otrzymuje sie
uktad trzech réwnan rézniczkowych zwyczajnych o postaci:

. .. 16 . 64 . 2, o .
y1+§ﬂ' yl_?ﬁUyz_?ﬁUyz"'” (m _O'SﬂU_f)yl =0

¥, +%ﬁUyl +16¢7ty, —%ﬁUyg —%ﬂU'yl + 1 (167° = 28U —4f)y, —%Zﬁm =0
y,+ % BUY, +81¢{m'y, —% BUy, +n*(81x* —4.57° U —9f)y, =0 (22)
gdzie

[=U"—q=05A7[y; +4y; +9y; +2{ (3,9, +4,5, +9y.3,)] (23)
4 Rezultaty obliczen

W obliczeniach numerycznych ustalono warto$ci nastepujacych parametréw: £=0.64,
A=7000, ¢{=0.01, g=0. W dalszych badaniach jest zaplanowany eksperyment, ktérego
celem jest potwierdzenie rezultatéw analiz teoretycznych. Ze wstgpnych oszacowan
wynikaja miedzy innymi wartosci bezwymiarowych parametréw £ i A. Na obecnym
etapie skupiono si¢ na zbadaniu wptywu parametréw charakteryzujacych wymuszenie,
czyli przy zalozeniu harmonicznie zmiennej predkosci:

U=U,1+A,sinwr) 24)
badano wplyw $redniej predkosci przeptywu U,, amplitudy pulsacji Ay oraz czestosci
wymuszenia @. Z analizy uktadu liniowego (1=0) wynika, ze ze wzrostem predkosci
przeptywu maleje podstawowa czgsto$¢ drgan wiasnych uktadu, przy czym dla zerowej
predkosci jest ona réwna @,=7. Utrata stabilnosci uktadu zachodzi dla predkosci Uy'=x
(predkos¢ krytyczna). Z tego wzgledu podczas badania wptywu parametréw Uy i @
zmieniano je w przedzialach obejmujacych wartosci Uy' i @,. Zakres zmian U, @i Ay
ograniczono od géry odpowiednio wartosciami: 2U", 3¢, oraz liczba 0.3.

Na rys. 3 przedstawiono wykresy, ilustrujace wptyw parametréw Uy i @ (rys. 3a) oraz U,
iAy (rys. 3b) na poziom drgah, mierzony wartoscia skuteczng predkosci
w punkcie oddalonym o % dtugosci przewodu od punktu jego zamocowania. W punkcie
tym uwidacznia si¢ wptyw wszystkich badanych form drgan (czyli zmiennych y;, y,
1 y3). Analizujac rezultaty mozna zauwazy¢, ze drgania wywotane przeptywem cieczy
wzbudzaja si¢ gtéwnie dla predkosci wickszych od predkosci krytycznej. Dla predkosci
mniejszych uwidacznia si¢ zjawisko rezonansu parametrycznego (rys. 3b) W ukladzie
liniowym (dla A=0) w tym zakresie mamy do czynienia z drganiami parametrycznymi,
narastajagcymi w sposéb nieograniczony. Uwzglednienie nieliniowo$ci geometrycznych,
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dziatajacych ograniczajaco, pozwala oszacowac poziom emitowanych drgaf. Rosnie on
ze wzrostem amplitudy pulsacji, najsilniej w zakresach rezonansu parametrycznego.

3

0.3 T 7

Ay
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Rys. 3. Wartos¢ skuteczna predkosci w punkcie E=Va: a) Wpkyw parametréw @i U,
(dla Ay=0.15), b) Wptyw parametrow Ay i Uy (dla a/@w,=1)

Fig. 3. The rms value of velocity in the point &= Y: a) influence of parameters @
and U, (for Ay =0.15), b) influence of parameters Ay and U, (for a¥@,=1)

W celu zbadania charakteru drgan sporzadzono diagramy bifurkacyjne (rys. 4) metoda
stroboskopowa, notujac warto$ci wybranej wspéirzednej (np. y;) co okres wymuszenia.
W zakresach, w ktérych na diagramie wystgpuj¢ uktad skonczonej liczby linii drgania sa
okresowe (w tym czgsto podharmoniczne), W pozostatych zakresach drgania sa
chaotyczne. Rzad drgan podharmoniczych jest réwny liczbie linii na diagramie.

0.02 [~

a)

b)
Rys. 4. Diagram bifurkacyjny: a) wptyw predkosci U, (@ @,=0.5, Ay=0.15),
b) wptyw czestosci w(Uy/=1.5, Ay=0.2)
Fig. 4. Bifurcation diagram: a) influence of velocity U, (@ @®,=0.5, Ay=0.15),
b) influence of frequency w(Uy/mw=1.5, Ay=0.2)

W celu potwierdzenia charakteru chaotycznego drgan nalezy dodatkowo sporzadzié
portrety stroboskopowe (mapy Poincare’ go) najlepiej na ptaszczyznach fazowych (rys.5).
Ich fraktalna struktura §wiadczy o ruchu chaotycznym.
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Rys. 5. Mapy Poincare’go (a/@,=0.5, Ay=0.15): a)Uy=0.99, b) Uy=1.19, c) Uy=1.29
Fig. 5. Poincare maps (a¥@,=0.5, Ay=0.15): a)Uy=0.99, b) Uy=1.19, c) Upy=1.29

5

Podsumowanie

Z analizy przedstawionych wynikéw mozna wyciagna¢ nastepujace wnioski:

®  Przeptyw cieczy w przewodach z predkosciami zblizonymi do krytycznych lub
wigkszymi moze by¢ powodem drgan uktadu, prowadzacych w skrajnym
przypadku do zniszczenia systemu hydraulicznego.

e Uwzglednienie nieliniowosci geometrycznych powoduje ograniczenie amplitud,
pozwalajac oszacowa¢ poziom emitowanych drgan.

*  Wyniki symulacji numerycznej wskazuja na mozliwo$¢ wzbudzania si¢ drgan
podharmonicznych oraz chaotycznych.

e  Rezultaty analiz numerycznych moga by¢ podstawa doboru parametréw ukladu
hydraulicznego w planowanym eksperymencie.
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Streszczenie

W pracy poddano analizie model opisujacy drgania podpartych przegubowo
prostoliniowych przewodéw, spowodowane zmiang predkosci przeptywajacej cieczy.
Ruch uktadu opisano réwnaniem rézniczkowym czastkowym czwartego rzedu,
uwzgledniajagcym nieliniowosci geometryczne. Wykorzystujac metod¢ Galerkina
zagadnienie rozwigzania réwnania rdézniczkowego czastkowego sprowadzono do
problemu analizy ukladu trzech réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Zbadano wptyw
wybranych parametréw na warto$¢ skuteczng predkosci. Wykazano mozliwosé
wzbudzania si¢ w pewnych zakresach predkosci przeptywu i czgsto$ci wymuszenia drgan
podharmonicznych i chaotycznych.

Summary

Modeling and simulation of flow induced
vibration in pipes conveying periodically
pulsating fluid

The paper is concerned with the analysis of a model describing the vibrations of simply
supported straight pipes conveying periodically pulsating fluid. The vibrations of the
hydraulic system are described by using a fourth-order partial differential equation, with
the inclusion of geometrical non-linearities. Through the application of the Galerkin
method, the non-linear problem is reduced to the solution of three ordinary differential
equations. The influence of several significant parameters of the model on the rms value
of velocity is investigated. The possibility of exciting sub-harmonic and chaotic
excitations at certain intervals of excitation frequency and flow velocity is presented.
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