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Rozwiazanie jednokierunkowego przeplywu
w przewodach prostoosiowych o dowolnym
ksztalcie przekroju poprzecznego metoda
elementéw skonczonych

1 Wstep

W pracy przedstawiono rozwigzanie jednokierunkowego laminarnego przeptywu
w przewodach prostoosiowych metoda elementéw skonczonych (MES) dla réznych
ksztattéw przekroju poprzecznego przy zastosowaniu plaskich siatek.

Metoda elementéw skofnczonych ugruntowana teoretycznie, najbardziej popularna,
stosowana jest w wielu programach komercyjnych. Klasyczny algorytm rozwiazania
przeptywu w przewodach prostoosiowych wymaga budowy pracochtonnych
przestrzennych siatek (rys.1). Wyprowadzony w publikacji algorytm pozwala zastapi¢
skomplikowang siatke przestrzenng wewnatrz przewodu siatka ptaska zlokalizowana
w przekroju przewodu (rys.2).
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Rys. 1. Przyktadowa przestrzenna siatka stosowana w symulacji przeptywu w przewodach
prostoosiowych sktadajaca sig 7 512 prostopadtoscianow

Fig. 1. Partition of the rectangle channel volume into 512 parallelepiped cell.
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Rys. 2. Przyktadowa plaska siatka przekroju przewodu prostoosiowego sktadajgca sie z 64
prostokgtnych elementow

Fig. 2. On partitions of the cross-section rectangle channel into 64 rectangles.

Przeptyw jednokierunkowy w przewodzie prostoliniowym opisany jest nastgpujacym
réwnaniem rézniczkowym [1]:

p d’c, N d’c. | _dp "
ox> 9y’ ) oz
gdzie: c¢; oznacza predkos¢ przeptywu, p jest to ci$nienie, natomiast 4 jest
wspoélczynnikiem lepkosci dynamiczne;j.
Pole predkosci przeptywu jednokierunkowego c; mozna podzieli¢ na skladowg
predko$ci przeptywu niezakléconego c.. oraz skladowa predkosci przeptywu
wzbudzonego $ciankami prostoliniowego kanatu c,, [2]:
c,=c,+tc, (@)
gdzie:
1 1 4
=Py 5 p=—L
4 M dz
Funkcja (2a) spetnia réwnanie (4). Warto$¢ predkosci na brzegu (L) materialnym i
nieprzepuszczalnym réwna jest zeru, wobec czego warunek brzegowy na Sciance (L)
przyjmuje postac:

(2a)

c,(@=-c, 5 qeL ©)
Warunek brzegowy (3) redukuje réwnanie Poissona (1) do réwnania Laplace’a:
d’c, d’c
— 4= =0 “)
ox* dy
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2 Rozwigzanie zagadnienia ustalonego jednokierunkowego
laminarnego przeptywu w przewodach prostoosiowych metoda
elementow skonczonych

W rozwigzaniu zagadnienia przeptywu jednokierunkowego w  przewodach
prostoliniowych metoda elementéw skonczonych przyjeto tréjkatne elementy podziatu
obszaru. Na rysunku 3 przedstawiono przyktadowy element tréjkatny, gdzie: (€2) jest
obszarem elementu, natomiast (L) jest brzegiem elementu skonczonego.

AY 1

Rys. 3. Trojkgtny element skonczony
Fig. 3. Triangular finite element

Obliczenia wykonano za pomoca metody Galerkina [3,4]:
2 e e _
[(vier)pa=0 5
o
gdzie P jest funkcja ksztattu (funkcjg interpolacyjna).
Predkos¢ c jest aproksymowana w obrebie elementu skoficzonego szeregiem:
c=®c (6)
gdzie, c; sa to weztowe wartosci funkcji ¢, natomiast @f sa to funkcje interpolacyjne.
Predko$¢ ¢ w elemencie tréjkatnym przyblizono funkcja liniowa:
P =qa°+b,x+cy @)
Catkujac réwnanie (5) przez czesci uzyskamy réwnanie:
ac’ ac’ oc’ 0P¢  dc’ oP¢
j[_nﬁ_ny ar- [[2259RL, 00 gy g
s ox dy oL 0x Ox dy dy

Po podstawieniu zaleznosci (6) do réwnania (8), otrzymuje si¢ rownanie dla i-tego
wezta:

A = ®
gdzie:
¢ 9P ¢ 0P
A= j{a(b’ ! +an' / ]dQ (10)
S\ 0x dx  dy dy
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oc’ oc’ )4
F'=||—=—n+—n, dQ (11)
é[( ox dy

Kolejnym krokiem jest przejScie z uktadu lokalnego (9) do uktadu globalnego.
Globalny uktad réwnan w MES, mozna uzyska¢ poprzez sumowanie uktadéw réwnan
otrzymanych dla poszczegdlnych elementéw skonczonych.

3 Weryfikacja rozwigzania zagadnienia ustalonego
jednokierunkowego laminarnego przepltywu w przewodach
prostoosiowych metodg elementéw skoficzonych
przy zastosowaniu dwuwymiarowych siatek

W celu wykonania weryfikacji metody MES przy zastosowaniu plaskich siatek w
modelowaniu  przeptywow jednokierunkowych w przewodach prostoosiowych
poréwnano rezultaty obliczen numerycznych MES ze znanym rozwigzaniem
analitycznym dla przewodu eliptycznego. Obliczenia wykonano dla siatek sktadajacych
si¢ z elementéw tréjkatnych o trzech gestosciach: 30 (rys. 4), 510 oraz 2046 (rys. 5)

elementéw dla o =1.

Rozwigzanie teoretyczne pola predkosci w przewodzie prostoliniowym o przekroju
elipsy opisane jest nastgpujacym wzorem [1]:

1 a’b’ oy _ldp

=— (12)
U dz

gdzie: a=2, b=1 — sa to potosie elipsy.
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Rys. 4. Przyktadowa siatka przekroju przewodu eliptycznego sktadajgca sie z 30
trojkgtnych elementow

Fig.4. On partitions of the cross-section elliptical channel into 30 triangles
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Rys. 5. Przyktadowa siatka przekroju przewodu eliptycznego sktadajqca sie 7 2046
trojkgtnych elementow
Fig.5. On partitions of the cross-section elliptical channel into 2046 triangles

Btad rozwiazania MES dla predkoéci w wybranych punktach wyznaczono z zaleznosci:

Cr—C
OCyps = [———E1#100%, (13)
CT

gdzie: c¢ypg oOznacza predko$¢ wyznaczong metodg elementéw skonczonych przy
zastosowaniu plaskich siatek, natomiast ¢y jest to predkos¢ wyznaczona z rozwigzania
teoretycznego (12).
Na rysunku 6 wykre$lono pole predkosci w przewodzie eliptycznym wyznaczone
metoda MES przy zastosowaniu siatek ptaskich.

1.00

0.75

0.50

-0.75

=200 - -1 - 1.4 - -050 -025 0.00 025 X B ) E 150 1.75  2.00

Rys. 6. Pole predkosci w przewodzie prostoosiowym o przekroju eliptyczinym wyznaczone
metodq MES przez zastosowaniu plaskich siatek (2 =1)

Fig.6. FEM solution with two-dimensional grid - velocity in elliptical channel (§2 =1)
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Tabelaryczne zestawienie poréwnania rozwigzania numerycznego i teoretycznego w
wybranych punktach przekroju predkosci znajduje si¢ tabeli 1. Btad metody MES przy
zastosowaniu plaskich siatek maleje wraz z zaggszczeniem siatki. Metoda numeryczna
MES charakteryzuje si¢ duza dokladnoscia dla siatki sktadajacej si¢ juz z 510
tréjkatnych elementéw, gdzie btad nie przekracza 0.45%.

Tab. 1. Predkos¢ w przewodzie eliptycznym- bigd rozwigzania MES przy zastosowaniu

dwuwymiarowych siatek
Tab. 1. Velzcity in elliptical duct— error analysis applied in MES with two-dimensional
gri
Blad
Lp| Wspéirzedne obszaru | Rozwigzanie | Rozwigzanie metody
X y analityczne | MES 30el. | MES 30el.
- mm mm mm/s mm/s %
1 | 0,0000000 | 1,0000000 | 0,0000000 [ 0,0000000 -
2 | 0,0000000 | 0,7500000 | 0,1750000 | 0,1586380 | 9,3497143
3 | 0,0000000 | 0,5000000 | 0,3000000 | 0,2855630 | 4,8123333
4 | 0,0000000 [ 0,2500000 | 0,3750000 | 0,3649190 | 2,6882667
5 | 0,0000000 | 0,0000000 | 0,4000000 | 0,3807900 | 4,8025000

MES 510 el.

1 | 0,0000000 | 1,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000 -

2 1 0,0000000 [ 0,7500000 | 0,1750000 [ 0,1742480 | 0,4297143
3 1 0,0000000 | 0,5000000 | 0,3000000 | 0,2986870 | 0,4376667
4 | 0,0000000 | 0,2500000 | 0,3750000 | 0,3733350 | 0,4440000
5 ] 0,0000000 | 0,0000000 | 0,4000000 | 0,3982200 | 0,4450000

MES 2046 el.

1 | 0,0000000 | 1,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000 -

2 |1 0,0000000 | 0,7500000 | 0,1750000 | 0,1747880 | 0,1211429
31 0,0000000 [ 0,5000000 | 0,3000000 | 0,2996330 | 0,1223333
4 | 0,0000000 | 0,2500000 | 0,3750000 | 0,3745260 | 0,1264000
5 |1 0,0000000 | 0,0000000 | 0,4000000 | 0,3995000 | 0,1250000

4 Przyktady obliczeniowe

Ponizej przedstawiono rezultaty obliczent numerycznych MES przy zastosowaniu siatek
dwuwymiarowych pdl predkosci w przewodach prostoosiowych, dla ktérych nie sa

znane rozwigzania analityczne. Wszystkie obliczenia wykonano dla g0 =1.
Na rysunkach 7-10 wykres$lono pola predkosci w przewodzie o przekroju: tréjkata

rozwartokatnego (rys.7), réwnolegloboku (rys.8), trapezu réwnoramiennego (rys.9),
oraz szesciokata (rys.10).

Symulacje zostaly przeprowadzone na autorskim programie obliczeniowym FEM 1D
DUCT FLOW.
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Rys. 7. Pole predkosci w przewodzie prostoosiowym o przekroju trojkgta rozwartokgtnego
wyznaczone metodq MES przez zastosowaniu plaskich siatek (2 =1)

Fig.7. FEM solution with two-dimensional grid - velocity in isosceles triangle channel
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Rys. 8. Pole predkosci w przewodzie prostoosiowym o przekroju réwnolegtoboku
wyznaczone metodq MES przez zastosowaniu plaskich siatek (2 =1)

Fig.8. FEM solution with two-dimensional grid - velocity in parallelogram channel
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Rys. 9. Pole predkosci w przewodzie prostoosiowym o przekroju trapezu wyznaczone
metodq MES przez zastosowaniu plaskich siatek (2 =1)

Fig.9. FEM solution with two-dimensional grid - velocity in trapezium channel (2 =1)
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Rys. 10. Pole predkosci w przewodzie prostoosiowym o przekroju szesciokgta wyznaczone
metodg MES przez zastosowaniu ptaskich siatek (§0 =1)

Fig.10. FEM solution with two-dimensional grid - velocity in hexagon channel (§0 =1)

5 Podsumowanie

Wyprowadzona metoda MES, ktdéra oparto na budowie dwuwymiarowych siatek w
przekroju przewodu znacznie upraszcza klasyczny algorytm MES dla przeptywu w
przewodach prostoosiowych, w ktérych wymagana jest budowa pracochtonnych,
przestrzennych siatek. Eliminacja siatek tréjwymiarowych znacznie przy$piesza
budowe modelu i skraca czas komputerowych obliczen. Zaprezentowany algorytm
charakteryzuje si¢ duza doktadno$cia rowniez dla niewielkich gestosci siatek. Gléwna
zaleta przedstawionej numerycznej metody w stosunku do metody elementow
brzegowych jest brak bledu ze wzgledu na osobliwosci funkcji podcatkowych metody
MEB. Metoda szczegdlnie moze by¢ stosowana do dynamicznie rozwijanych metod
symulacji w mikrokanatach, gdzie przeptywy sa zgodne z mechanizmem
makroprzeptywow [5,6].
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Streszczenie

W pracy przedstawiono rozwigzanie jednokierunkowego laminarnego przepltywu
w przewodach prostoosiowych metoda elementéw skonczonych (MES) dla réznych
ksztattéw przekroju poprzecznego przy zastosowaniu ptaskich siatek. W publikacji
wykonano walidacje wyprowadzonej metody oraz przedstawiono przyklady
zastosowania algorytmu. W celu wykonania walidacji metody oraz symulacji napisano
autorski program obliczeniowy FEM 1D DUCT FLOW w jezyku Fortran.

Stowa kluczowe: metoda elementéw skonczonych, przeptywy laminarne, przewody
prostoosiowe

Implementation of the Finite Element Method
for the solution of unidirectional flow
through straight pipes

Summary

The work contains the implementation of the Finite Element Method for the solution of
unidirectional flow through straight pipes using a two-dimensional grid. The algorithm
was verified by numerical tests and compared with analytical solution. A numerical
examples are presented. The computer program FEM 1D DUCT FLOW was written in
Fortran programming languages.

Opracowanie zrealizowano w ramach pracy wtasnej nr W/WBiIS/8/2011.
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