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Wyznaczanie wspoélczynnika Boussinesqa
w przeplywie laminarnym w prostoosiowych
przewodach o dowolnym ksztalcie przekroju
poprzecznego metoda elementéw brzegowych

1 Wstep

W wielu zagadnieniach obliczeniowych hydrauliki zwigzanych z wyznaczaniem
przeptywu w przewodach zamknigetych i kanatach otwartych podstawg stanowi
uogodlnione réwnanie Bernoulli'ego, w ktérym operuje si¢ usrednionymi predko$ciami
w przekrojach poprzecznych przewodéw i kanatéw. Predko$¢ przeptywu cieczy lepkiej
w przewodach zamknigtych i kanalach otwartych zmienia si¢ od wartosci réwnej zeru
na S$ciankach do wartoSci maksymalnych w punktach przekroju poprzecznego
najbardziej odlegtych od $cianek ograniczajacych struge, przy czym profile predkosci
cieczy w przekroju poprzecznym zalezne sa przede wszystkim od lepkosci cieczy,
ksztaltu przekroju poprzecznego przewodu lub kanatu i charakteru przeptywu (przeptyw
laminarny lub turbulentny). Zatem korzystanie z modelu jednowymiarowego przeptywu
cieczy lepkiej i niescisliwej opartego na analizie usrednionych wartosci predkosci
przeptywu wymaga wprowadzenie wspétczynnikéw korekcyjnych dotyczacych pedu
(wsp6lczynnik Boussinesqa) i energii kinetycznej strugi (wspétczynnik Coriolisa) [1,2]:
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gdzie: ¢ oznacza predkos¢ strugi elementarnej jednokierunkowego przeptywu, cg,
predkos¢ $rednig przeptywu w przewodzie o powierzchni przekroju poprzecznego A,
wyznaczong z zaleznosci: c¢g,. = Q/A , przy czym masowe nat¢zenie przeptywu Q przez
przewdd o powierzchni przekroju poprzecznego A jest rowne:

Q=jAjch

Do wyznaczenia przedstawionych wyzej wspotczynnikéw konieczne jest wyznaczenie
pola predkoéci jednokierunkowego przeptywu cieczy lepkiej w przewodzie zamknigtym
catkowicie wypelnionym ciecza, lub kanale otwartym, oraz pola powierzchni przewodu
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lub kanatu zawartego w obwodzie zwilzonym przez ciecz. Dla najczesciej stosowanego
w systemach hydraulicznych ksztattu przewodu tj. dlugiego prostoliniowego przewodu
o kotowym ksztalcie przekroju poprzecznego wspdtczynniki korekcyjne [ i [J mozna
wyznaczy¢ analitycznie zaréwno dla warunkéw przeptywu laminarnego jak tez
turbulentnego przy réznych profilach predkosci. Dla innych ksztattéw przekroju
poprzecznego przewodow: ksztaltu eliptycznego, prostokatnego, tréjkatnego sa réwniez
znane analityczne rozwigzania pdl predkosci w jednowymiarowych laminarnych
przeplywach cieczy lepkiej [3]. W zagadnieniach przeptywu w ukladach rurowych
solarnych kolektoréw cieczowych, wymiennikéw ciepta, przeplywéw w mikrokanatach
coraz czesciej rozpatruje si¢ przeptywy przez przewody o zlozonych ksztaltach
przekroju poprzecznego, réznych od wyzej wymienionych, w tym przeptywy
w przewodach z wypetieniem (przewdd w przewodzie). W przypadku ukladéw
przeptywowych o ztozonych ksztattach przekroju poprzecznego przewodoéw
wyznaczenie pola predkosci, objgtoSciowego natezenia przeptywu, a w dalszej
kolejnosci wspétczynnikéw korekcyjnych pedu i energii na uzytek uproszczonych
metod obliczeniowych analizy przeptywu cieczy, wigze si¢ z pewnymi trudno$ciami.

W opracowaniu zaprezentowano zastosowanie metody brzegowych réwnan catkowych
do wyznaczania laminarnego, jednokierunkowego przeptywu cieczy lepkiej przez
prostoosiowe przewody o dowolnym ksztalcie przekroju poprzecznego. Wyznaczono
warto$ci wspotczynnika Boussinesqa dla przeptywu laminarnego przez przewody
o przekroju prostokatnym. Na podstawie obliczen pola predkosci przeptywu dla
réznych proporcji wymiaréw poprzecznych przewodéw o przekroju prostokatnym
zaproponowano algebraiczng formute¢ do wyznaczania wspéiczynnika Boussinesqa
w przeptywach laminarnych przez przewody o przekroju prostokatnym.

2 Wyznaczenie przepltywu laminarnego w przewodzie
prostoliniowym metodg elementéw brzegowych

2.1. Sformutowanie zagadnienia

Jednokierunkowy ustalony, laminarny przeptyw cieczy lepkiej w prostoosiowym
przewodzie (Rys. 1.), o przekroju poprzecznym (A) objetym brzegiem (L) tj. konturem
przewodu, mozna opisa¢ réwnaniem Stokesa:

2 2
[a C, +a CZJ:_AP’ gdZiC: l(—;_p:—AP (2)

n? 9y’ U oz

z warunkiem brzegowym zakladajagcym wartos¢ predkosci na brzegu materialnym
sztywnym i nieprzepuszczalnym (na $ciance przewodu) réwna zeru [4]:

c.(xy)=0 ; VY(xyel (2a)
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Rys. 1. Przeptyw jednokierunkowy
przez prostoosiowy przewod
o dowolnym ksztalcie
przekroju poprzecznego
Fig. 1. Unidirectional flow
through straight-line pipe
of arbitrary cross-section

Jedna z metod rozwigzania sformutowanego wyzej zagadnienia brzegowego dla
réwnania Poissona (2) jest dekompozycja funkcji c,(x,y) na czes¢ jednorodng
¢, (x,y) spelniajacg réwnanie Laplace’a i czg$¢ niejednorodng ¢, (x,y) spelniajaca
roéwnanie Poissona [5]:

c(x,y)=c (x,y)+c,(x,y) , 3)

gdzie:
V2, (x,y) =0, Y(x,y)e AUL , (3a)
V2e, (x,y)=—AP , Y(x,y)e AUL , (3b)

przy czym czg¢$¢ niejednorodng mozna przedstawi¢ w postaci:
¢, (x,y)=-APv(x,y) , “
gdzie funkcja v, (x, y) spetnia réwnanie Poissona:
V2u(x,y) =1, Y(x,y)e AUL (42)

i jedna z mozliwych form jej realizacji jest postac:

(4b
)

przy czym (x,y,) sa wspolrzednymi dowolnego punktu odniesienia, bgdacego

punktem poczatku uktadu wspétrzednych {x,y} zwigzanego z rozwazanym przekrojem
poprzecznym [5], [6].

1
v(ey) = (=5)” + = 30) | (@), ()€ AUL

Wobec dekompozycji (3) funkcji c,(x,y) warunek brzegowy c,(x,y)=0 przyjmuje
postac:

e (x,y)==C,(x,y) =APV(x,y) , V(x,y)e L. (&)
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2.2. Catkowe réwnanie opisujace laminarny przeptyw jednokierunkowy
Wykorzystujac drugg tozsamo$¢ Greena sktadowa homogeniczng predkosci przeptywu
¢, (p) spelniajacg rownanie Laplace’a w obszarze (A) ograniczonym linig brzegowg (L)

(Rys. 2)mozna opisa¢ réwnaniem [7].
A

Rys. 2. Szkic do matematycznego opisu
przeptywu jednokierunkowego
metodq elementéw brzegowych
Obszar przeptywu (A) ograniczony brzegiem (L)
Punkty brzegowe. Warunek brzegowy.

Fig. 2. Sketch to the mathematical description
of unidirectional flow by the boundary
element method.

Cross-section of the domain (A)
bounded by boundary-line (L)

Source and field points on the boundary line. ) _
Boundary condition. c,(P)=0;Vp=(x,, Yp )eL

-
c.(p) = _[ =D kgt + J. e (@E® @ dLy
(L) 4 (L)

PeA;(@el
przy czym p(xp,yp) i q(Xq,Yq) s3 odpowiednio punktem ustalonym i punktem biezacym
catkowania, funkcja K(p,q) jest rozwigzaniem podstawowym réwnania Laplace’a:

(6)

1 1
K<pv<v=—ln{—} ; mq=P—d ; ®eL.(@cL (62)
27 Toq
aK s 1 rx nx+ryny
Epag =B RCUR e p get (6b)
"'q T 'pq

8Ly 8Ly

jest wersorem normalnym do brzegu (L) w punkcie q(xg,yq)-

Oy, O,
gdzie: ny = [né,né} = l:ﬁ —q:l ,

Po wstawieniu zaleznosci (5) do réwnania catkowego (6) i wydzieleniu wartosci
gléwnej w drugiej catce po prawej stronie ze wzglgdu na osobliwos¢ jadra catkowego
E(p,q) na brzegu (L) obszaru (A) (kiedy q(xq,yq)= P(xp.yp)), przy zatozeniu, ze brzeg
obszaru jest brzegiem gtadkim, otrzymuje si¢ brzegowe réwnanie catkowe:

I g@K(p.q)dLy = AP —%D(p)+ I V(QEMP.q)dLy | - 7
(L) (L)
(P).(@)e L
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_ 2
gdzie:  g(q)=22D v(g) =24 (7ab)
anq 4

Po rozwigzaniu réwnania catkowego (7) wartosci funkcji ¢, (s) w punktach s(x,ys)

wewnatrz obszaru (A) wyznacza si¢ ze zwigzku catkowego:

c (s)= —j (@K (s.q)dL, +APJ V(QE(s.q)dLy .
(03] (L ®
(s)eAs; (el
Objetosciowe natgzenie (Q) przeptywu jednokierunkowego przez przewdd o przekroju
poprzecznym (A) catkowicie wypelniony ciecza jest rowne:

0 =ch (@dA, . ©

(A)

2.3. Numeryczne rozwigzanie catkowego rownania
opisujacego laminarny przeptyw jednokierunkowy

W ramach metody elementéw brzegowych brzegowe réwnania catkowe rozwigzuje si¢
numerycznie ze wzgledu na dowolno$¢ ksztattu brzegu (L), w wielu przypadkach
o zlozonej geometrii, zastepujac lini¢ brzegowa ukladem prostoliniowych lub
krzywoliniowych elementéw brzegowych o stalej lub zmiennej gestosci
rozpatrywanych funkcji na tych elementach [7],[8].

Najprostszym sposobem dyskretyzacji réwnania catkowego (7) jest przyblizenie linii
brzegowej (L) J-elementowym uktadem elementéw liniowych z centralnymi punktami

kolokacji g(xq,yq)0 statej gestosci funkeji g(q) na kazdym elemencie (Rys. 3).

Rys. 3. Szkic do matematycznego opisu
przeptywu jednokierunkowego
metodq elementow brzegowych
Dyskretyzacja linii brzegowej (L)

Fig. 3. Sketch to the mathematical description
of unidirectional flow by the boundary
element method.

Discretization of boundary-line (L)

W przypadku aproksymacji brzegu (L) rozpatrywanego obszaru ptaskiego (A)
brzegowymi elementami liniowymi o stalej gestosci rozktadu funkcji g(q;) na kazdym
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elemencie (L;) réwnanie catkowe (7) sprowadza si¢ do uktadu (J) algebraicznych
réwnan liniowych wzgledem niewiadomej funkcji g(q):

J 1 J
2 e [ K®sa)dL; = AP~ S +2va)) [E®ap a; | (10)
J= L; J=

j J#i Lj
gdzie:
1 1 :
Kpap)=—1n| — |, 15 =[ o =x)+ (=3 |2 (10a)
2n Tij
1 (—xpny =i —y))nj
E(p;q,)=——"— ", (10b)
21 rU
oraz:
2
v =L == =5+ (=50 | (10c)
4 4
3 Numeryczne wyznaczenie wspotczynnikéw Bussinesqa

i Coriolisa w laminarnym przeptywie jednokierunkowym
przez prostoosiowy przewdd o dowolnym ksztalcie przekroju
poprzecznego

Triangularyzujac obszar (A) z pozadang gestoscia N elementami tréjkatnymi (Rys. 4)

o W = W(Xiw > Yiw In
Y Way =Wy Yowa
Rys. 4. Szkic do opisu numerycznego catkowania W3y = W(X3s V3w )
w podobszarach tréjkgtnych :
Z trzema punktami Gaussa
Stn =8(X1s» Vi In
Fig. 4. Sketch description of numerical Son =S(Xag5 Y25 )n
two-dimensional numerical integration
over triangular domains

with three Gauss points

S3n =8(X35, Y3s)n

j x>

o wspotrzgdnych wierzchotkéw:
Win =Wy Viw Jn
Won = W(x2w > Yow )n
W3, = Wy, V3w n=1,..N

i wspdtrzednych punktéw kolokacji:
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Xsn =0.500yw +Xow)y | . Xosn =050y +X1w)n | L X3 = 0.5(xy +Xow )y
Visn =05(y3w +¥awln | Y2en =0.5(3w + iwdn ] T Yien =0.5(y + y2w)ni|
oraz polach powierzchni:

Ay =[x aw = V3w) + 22w (V3w = Viw) + X3 (Viw = yZW)]n=1,...,N
po wyznaczeniu gestosci rozktadu funkeji g(q ;) w punktach q;; j=1,...,J nabrzegu

(L) obszaru wartosci funkcji ¢ (sy,) w punktach sz, ;k=1,2,3;n=1,...,N wewnatrz

obszaru (A) wyznacza si¢ ze zwigzku:

J J
. (si) = 2 8(0)) [ Klsuea )Ly = +220@)) [ Elsiea) dL a1
J=1 L =1 L; k=123
J J#Ei J nZIZM’,N

a nastepnie wartosci predkosci ¢, (sy,,) w punktach i funkcje:
B =(c.50))” » k=123 5 n=1..N (12a)
fc(sk,,):(cz(skn))3 , k=123 ; n=1.,N (12b)
Wspétrzedne punktéw wewnetrznych p,, =p(xp. ¥p), 5 P, VA, i punktéw brzegowych

S, =S(Xg, Y5 ) ; S, VL, tréjkata (A,) mozna opisa¢c we wspélrzednych lokalnych
(&),8,83) zwigzkami:

3 3
Apn = Z e Xtewn 3 Ypn = Z e Xtew In

k=1 k=1 (0<€p <) k=1,2,3
n=l,..N
zatem:
N 3 0 N
0= Z Z c, (Sgn Wk A, oraz cg. = " gdzie: A= z A, (13a,b,c)
n=lk=1 n=l1

dla funkcji f B Sr) 1 f C(skn) zadanych dyskretnie w punktach s, =s(xg,ys),

podobszaréw (A,) otrzymuje si¢ ostatecznie:

1 N 3
B=——2 2 P st (142)
CsrA n=1k=1
1 N 3 c
a=——2 > f" Sty (14b)
CsrA n=1k=1

121



Tomasz Janusz TELESZEWSKI, Stawomir Adam SORKO

przy czym w przypadku tréjpunktowego schematu punktéw Gaussa ich wspéirzedne
i funkcje wagi s odpowiednio réwne:
& & & wi/A,

10 12 12 1/3
2 12 0 12 13
312 12 0 13

4 Weryfikacja metody obliczeniowe;j
Wyznaczenie wspdtczynnika Boussinesqa w laminarnym
przeptywie przez prostoosiowy przewdd o przekroju
prostokatnym
Weryfikacji rezultatow obliczen dokonano przez poréwnanie profilu predkosci
wyznaczonego numerycznie przy uzyciu metody elementéw brzegowych
z analitycznym rozwigzaniem przeplywu laminarnego w prostoosiowym przewodzie
o przekroju prostokatnym o wymiarach 2a i 2b odpowiednio wzdtuz osi x i y. Predkos¢
jednokierunkowego, laminarnego przeptywu przez przewdd o przekroju prostokatnym
jest opisana zaleznoscig [10], [11]:

oGy 2P { RIERS 1) cosh(mx)

b ot m>  cosh(m )
gdzie: m:(z)(n—lj
b 2

Natezenie przeptywu przez przewdd otrzymuje si¢ catkujac profil predkosdci opisany
réwnaniem (15):

S(my)] (15)

a b 6
0 :j j ¢, (x,y)dydx = £4ab3 { 6b Z Sl tanh(ma)} (16)
—avd-b 3

anlm

Obliczenia pola predkosci wykonano dla przypadku przeptywu laminarnego przez
prostoosiowy przewdd o przekroju prostokatnym o wymiarach A=2a=10 mm, B=2b=5
mm przy liczbie Reynoldsa Re=50 (Re = ¢, /D), gdzie D, =2AB/(A+B)).

Do wyznaczenia pola predkosci metoda brzegowych réwnan calkowych przyjeto
dyskretyzacje brzegu obszaru 400 elementami brzegowymi o statej gestosci funkcji
(100 elementéw na boku prostokata). Catkowanie numeryczne zdyskretyzowanych
jader catkowych w réwnaniu (10) opisanych zwigzkami (10a) i (10b) zrealizowano przy
uzyciu kwadratur Gaussa-Legendre’a ze zmienng liczba punktéw catkowania (ng)
w celu optymalizacji algorytmu obliczeniowego okreslong wedtug zaleznosci [12]:
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w prostoosiowych przewodach o dowolnym ksztalcie przekroju poprzecznego

metodq elementéw brzegowych

ii] >55L] ng =2

Wykresy pola predkosci przeptywu w przewodzie o przekroju prostokatnym A/B=2
w przeptywie okreslonym liczba Reynoldsa Re=50 wyznaczone przy uzyciu metody

elementéw brzegowych przedstawiono na rysunkach (5a,b,c)

Rys. 5a. Rozktad predkosci przeptywu
w przewodzie prostoosiowym
o przekroju prostokgtnym
A/B=2, Re=50
Profil predkosci

Fig. 5a. Velocity field flow
through straight-line pipe
of rectangular cross-section
A/B=2, Re=50
Profile of the velocity

Rys. 5b. Rozktad predkosci przeptywu 0025 P
w przewodzie prostoosiowym vo20 N
o przekroju prostokgtnym o018 \
A/B=2, Re=50 0.010 \
Wykres predkosci x=const 0.005 ‘ \ \ \\
Fig. 5b. Velocity field flow £.000 , / / =0:000
through straight-line pipe -0.005 ] = 008
of rectangular cross-section -0.010 / %=0.015 '
A/B=2, Re=50 0015 F g nza = :
Profile of the velocity x=const | -0020 g = ¢, (x,y) [mm/s]
B T T
Rys. 5c. Rozktad predkosci przeptywu ¢, (x,y) [mmjs] 00
w przewodzie prostoosiowym Egig eSS — 018
s e ol :
=2, rxe=o0. 0010 0.129
Wykres warstwicowy pola predkosci| 00% oo
0.000 0.086
Fig. 5c. Velocity field flow a5 ourt
through straight-line pipe -0010 o0
of rectangular cross-section EEZ L o4
A/B=2, Re=50. s -

=) =)
=3 =1
=1 =1

Contour graph of the velocity

-0.050

=] =)
= =

0.000}:5

=)
=3
=1

.02}

=]
=1

0.040 H4 50
0.050

W tabeli 1 przedstawiono wyniki obliczen profilu predkosci w centralnym przekroju
przewodu (x=0,-b<y<+b) zestawiajac warto$ci obliczen wykonanych metoda
elementéw brzegowych réwnan z wynikami obliczen przy uzyciu zaleznosci (15)
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T N T
(cz —c; )/cz

z doktadnoscig 6=1.0E-09. Biad wyrazono wedle formuty: §c, = *100%

T

gdzie ¢, ,c,

N oznacza odpowiednio: predko$¢ wyznaczong z formuty (15) (doktadna)

i predko$¢ wyznaczong przy uzyciu metody elementéw brzegowych.

Tab. 1. Profil predkosci - blgd rozwigzania metodg elementéw brzegowych
Tab. 1. Velocity profile — error analysis applied in BEM

Lp | Wsp. Rozwigzanie | Rozwigzanie | Biad metody
(X=0) analityczne MEB
y lxy) ¥ (x,y) 3¢, (0, )

- cm mm/s mm/s %

1 |-2,5E+00 | 0,00000E+00 | 0,00000E+00 -

2 | -2,0E+00 | 6,97858E+00 | 6,97880E+00 | 3,1410E-03
3 | -1,5E+00 | 1,23347E+01 | 1,23349E+01 | 1,7431E-03
4 | -1,0E+00 | 1,61192E+01 | 1,61194E+01 | 1,3090E-03
5 | -5,0E-01 | 1,83726E+01 | 1,83728E+01 | 1,1430E-03
6 | 0,0E+00|1,91208E+01 | 1,91210E+01 | 1,0931E-03
7 5,0E-01 | 1,83726E+01 | 1,83728E+01 | 1,1430E-03
8 | 1,0E+00| 1,61192E+01 | 1,61194E+01 | 1,3090E-03
9 | 1,5E+00 | 1,23347E+01 | 1,23349E+01 | 1,7431E-03
10| 2,0E+00 | 6,97858E+00 | 6,97880E+00 | 3,1410E-03
11| 2,5E+00 | 0,00000E+00 | 0,00000E+00 -

Maksymalny btad obliczefn pola predkosci przeptywu metoda elementéw brzegowych
przy przyjetym podziale brzegu rozpatrywanego i przyjetej metodzie numerycznego
catkowania nie przekracza wartosci 0c,=0,004%.

Po wyznaczeniu pola predkosci w kanale prostokatnym objgtosciowe natezenie
przeptywu Q, i wspétczynnik Boussinesqa wyznaczono odpowiednio z zalezno$ci (9)
i (14a) metoda numerycznego catkowania. W przypadku obszaréw o regularnych
ksztaltach istnieje mozliwo$¢ optymalizacji algorytméw obliczeniowych i unifikacji
elementdw powierzchniowych przyblizajacych pole rozpatrywanego obszaru. W
rozwazanym przypadku elementy powierzchniowe wygenerowano jako uktad
N=21J=10000 tréjkatéw prostokatnych (Rys.6) o dtugosciach przyprostokatnych réwnych
diugoéci elementéw liniowych. Przyjety podzial obszaru (A) istotnie upraszcza
generowanie wspéirzednych punktéw Gaussa do numerycznego catkowania przy
zastosowaniu tréjpunktowego schematu catkowania.

punkty calkowania

element
element A\,

brzegowy L;

punkt kolokacji p j

Rys.6. Trojkqtne elementy powierzchniowe
numerycznego catkowania.

’ punkty calkowania

Fig. 6. Triangular domain elements
element A,

Ay =By =0.5(L; - Ljyy)

punkt kolokacji p j+l
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4 Wyznaczenie wspoétczynnika Boussinesqa przeptywu
w przewodach o przekroju prostokatnym w funkcji proporcji
wymiaréw przekroju
Obliczenia wspodlczynnika Boussinesqa wykonano dla szeregu wariantéw przekroju
prostokatnego o réznej proporcji wymiaréw B/A przewodu. Na podstawie obliczen

proponuje si¢ prostg formule algebraiczng do wyznaczania wspétczynnika Boussinesqa
w przeptywach laminarnych przez prostoosiowe przewody o przekroju prostokatnym:

2
Br= f(ﬁj:—O.ZZS(EJ +0.404(£]+1.202 dla ; 0<§S1 a7
A A A A

Wartosci wspdtczynnika Boussinesqa dla réznych proporcji wymiaréw poprzecznych
przewodu otrzymane z zaleznosci (17) poréwnano z wartosciami prezentowanymi
w literaturze przedmiotu [13] Wyniki obliczen zestawiono w tabeli 2 i przedstawiono na
wykresie (Rys. 7).
Tab. 2. Wspotczynniki Boussinesqa. Laminarny przeptyw przez prostoosiowy przewod

o0 przekroju prostokgtnym przy zmiennej proporcji wymiaréw B/A

Tab. 2. Boussinesq coefficients. Laminar flow through straight pipe
of rectangle cross-section shape with variable proportion of the dimensions B/A

P | g Stosunek | Boussinesaa | Boussinesqa | Biad funkc
B/A B, lit(13) | Br(wzora7y | OB=H(B/A)

1 1.00 1,37850E+00  1,37800E+00  3,62713E-02
2 0.875 - 1,38094E+00 -

3 0.75 1,37270E+00  1,37675E+00  2,95039E-01
4 0.625 - 1,36544E+00 -

5 0.500 1,34740E+00  1,34700E+00  2,96868E-02
6 0.375 - 1,32144E+00 -

7 0.250 1,28760E+00  1,28875E+00  8,93135E-02
8 0.125 1,24540E400  1,24894E400  2,84045E-01
9 0.005 1,37850E+00  1,37800E+00  3,62713E-02

Blad wzgledny wyrazono jako: 8B = |(BL -Br )/BL| *100% gdzie B;,Br oznaczaja:

warto$ci wspoétczynnika Boussinesqa prezentowane w zrddle [13] i wartosci opisane
formutg (17).
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1.45
FBr
1.40
Rys. 7. Wartosci wspétczynnika Boussinesqa [ e gy
w laminarnym przeptywie przez przewod 135 T
o przekroju prostokgtnym A/B=var. F
Fig. 7. Boussinesq coefficient for laminar flow 1308 e
through pipe of rectangular cross-section 5t
shape A/B=var F e
1.20
1_15: e Lungrenet. al. [13]}]
E o formula [17]
1.05C i ai‘uu’.’...‘....‘.H{IB/\A
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5 Podsumowanie

W opracowaniu przedstawiono algorytm wyznaczania wspodtczynnika Boussinesqa
( korekcji pedu) dla przeptywdédw laminarnych przy uzyciu metody brzegowych réwnan
catkowych. Prezentowang metoda mozna wyznacza¢ wspétczynnik Coriolisa (korekcji
energii kinetycznej), drugi istotny wspélczynnik w matematycznym opisie przeptywu
cieczy przez przewody. W przypadku dowolnego ksztaltu przekroju poprzecznego
przewodéw (np. przewodow elastycznych i mikrokanaléw) metoda brzegowych réwnan
catkowych jest optymalng i efektywna metoda rozwigzywania zagadnien wyznaczania
przeptywu i istotnych parametréw jego matematycznego opisu. Rezultatem obliczen
jest proponowany przez autor6w wzér (17) opisujacy wartosci wspdtczynnika
Boussinesqa dla laminarnych przeptywéw przez prostoosiowe przewody
o prostokatnym ksztalcie przekroju poprzecznego w zakresie proporcji wymiaréw
poprzecznych przewodéw 0<B/A<1.0. Mozliwe wydaje si¢ uzyskanie analogicznych
relacji dla przewodéw o przekroju tréjkatnym, wielokatnym i przewodéw
z wypetnieniem w funkcji ich wymiaréw charakterystycznych i kryterialnych liczb
podobienstwa.
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Streszczenie

W opracowaniu przedstawiono algorytm wyznaczania pola predkosci i wspétczynnika
Boussinesqa ( korekcji pedu) dla przeptywéw laminarnych przez przewody o
dowolnym ksztalcie przekroju poprzecznego przy uzyciu metody brzegowych réwnan
catkowych. Przedstawiono rezultaty wynikéw obliczen pola predkosci i wspétczynnika
Boussinesqa dla przypadku prostokatnego ksztattu przekroju poprzecznego przewodu.
Dokonano poréwnania rozwigzania numerycznego z rozwigzanym analitycznym.
Zaproponowano uogélniong formule obliczeniowa do wyznaczania wspoétczynnika
Boussinesqa w laminarnym przeptywie cieczy pod ci$nieniem przez prostoosiowe
przewody o prostokatnym przekroju poprzecznym w funkcji proporcji wymiaréw
przewodu.

Stowa kluczowe: wspétczynnik Boussinesq’a, metoda elementéw brzegowych,
przeptywy laminarne, przewody prostoosiowe

Solution of Boussinesq coefficient
of the laminar flows through pipes
of arbitrary cross-section shapes
by boundary element method

Summary

In the elaboration the algorithm of the velocity field and Boussinesq coefficient for
laminar flows through straight pipes of arbitrary cross-section shapes by means
of boundary element method were presented. The results of numerical calculations
of the velocity field and the Boussinesq coefficient for the unidirectional flow through
pipes of rectangular shape of the cross-section were compared with analytical solutions.
One proposed the generalized computational formula to calculations of the Boussinesq
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coefficient in the laminar flow through straight pipes of the rectangular cross-section
as the function of the proportion of cross-section dimensions.

Opracowanie zrealizowano w ramach pracy wtasnej nr W/WBiI$/8/2011.
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