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Symulacja przeplywow laminarnych metoda
elementéw brzegowych w przewodach
prostoosiowych z pojedynczym wypelnieniem

1 Wstep

W wielu zagadnieniach cieplno-przeptywowych wykorzystywane sa przewody
prostoliniowe z pojedynczym wypetnieniem [1, 2, 3]. Przykladem wykorzystania
przewodéw prostoosiowych z pojedynczym wypelnieniem sg wymienniki ciepta [4, 5].
W pracy przedstawiono algorytm metody elementéw brzegowych (MEB) wyznaczania
parametréw laminarnego, izotermicznego przeptywu w przewodach prostoosiowych
z pojedynczym wypelnieniem. Podstawowymi liczbami kryterialnymi opisujacymi
przeptywy laminarne sa: liczba Poiseuille’a, wspétczynnik Coriolisa i wspétczynnik
Boussinesqa. Wielkosci te dla przewodéw o przekrojach réznych od kotowego mozna
wyznaczy¢ numerycznie lub eksperymentalnie.

Liczbe Poiseuille’a Po definiuje si¢ jako iloczyn wspétczynnika tarcia A i liczby
Reynoldsa Re [6]:

PO:A&, gdzie: Re:é , )
4 14

przy czym: VvV jest wspdlczynnikiem kinematycznym lepko$ci cieczy, natomiast
L =4A/D oznacza charakterystyczny wymiar geometryczny przeplywu (definiowany
jako iloraz pola przeptywu A w przekroju poprzecznym przewodu i dlugosci obwodu
styku cieczy ze $cianka przewodu D.

Wspbiczynnik korekcyjny energii kinetycznej strugi (wspditczynnik Coriolisa) opisuje
si¢ zaleznoscia [7]:

B:Mrz - ,[IMZdA ,
My u2a @
A
natomiast wspdtczynnik korekcyjny pedu strugi (wspdtczynnik Boussinesqa) przyjmuje
forme [8]:
o=t ] Hu%A :
Ev Al 3)

gdzie u, oznacza $rednig predko$¢ cieczy w przewodzie o powierzchni przekroju
poprzecznego A wyznaczong z zaleznosci: u,=Q/A, przy czym ( oznacza masowe
natgzenie przeptywu przez przewdd.

121



Tomasz Janusz TELESZEWSKI

Rys. 1. Szkic obrazujgcy przeptyw w przewodzie prostoosiowym o dowolnym ksztatcie
przekroju poprzecznego z pojedynczym wypetnieniem

Fig. 1. Sketch to exemplify unidirectional flow through straight-axis doubly
connected duct of arbitrary cross-section shape

Sktadowe predkosci u,, u, w przeptywie przez przewody prostoosiowe o statym
przekroju poprzecznym wzdluz przewodu (rys.1) sa réwne zeru, natomiast sktadowa
wzdluzng predkosci przeptywu opisuje réwnanie:

u, 9* 1 )
Vi, =| ey S o2 ap s ar = = const | “)
2 2 Z z
ox dy U oz
gdzie: d p/dz jest gradientem ci$nienia cieczy wzdluz osi przewodu, natomiast g

oznacza wspoétczynnik lepkosci dynamicznej cieczy.

2 Wyznaczenie laminarnego przeplywu cieczy lepkiej

w przewodzie prostoosiowym metodg elementéw brzegowych

Catkujac réwnanie (4) w polu przekroju poprzecznego (A) i sprowadzajac zagadnienie
do zagadnienia brzegowego przy wykorzystaniu warunku okreslajacego predkosc
cieczy lepkiej na $ciance przewodu jako réwnag zeru (“(P)‘pe £ =0), otrzymuje si¢
catkowe réwnanie brzegowe wzglgdem u: (q) =du,(q) anq :

¥ , AP,
x(P)u,(p) +fuz (@WG(p.q) dLy = TZ”G(p,W) dAy , 5)
A

L
gdzie p(p. Yp) i q(xg,yq) 53 odpowiednio punktem ustalonym i punktem biezacym

catkowania na linii brzegowej L, punkty w(x ) sa punktami wewngtrznymi

wo Yw

obszaru A, a funkcje G(p,q) 1 E(p,q) sa rozwigzaniami podstawowymi [9,10]:

1 1 .
G(p,q)=—1In (—] gdzie ryq =[p—q =4/(Bxpq )2+ (¥pq 2, (5a)

21 rpq
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Gp.q _ 1 8xpq’yq + OVpglixg

H(p,q) = , (5b)
Bnq 21 rpzq
dy, Ox,
przy czym aqu = ()Cp —Xq) 5 8ypq = (yp - yq) oraz nq = [nxq,n},q} = {ﬁ,ﬁl s
q

jest wektorem normalnym do granicy (L) w punkcie q(x, Vg Z uwagi na osobliwo$¢
funkcji w punkcie q=p catka po prawej stronie w réwnaniu (5) jest rozumiana
w sensie wartosci gtéwnej Cauchy'ego, natomiast wspélczynnik y(p) przy wydzielonej
wartosci ”Z (p) w punkcie osobliwym na gtadkiej czeséci brzegu (L) jest réwny 1/2 .

Po wyznaczeniu gradientu u; (q) =du,(q) /anq na brzegu L predko$¢ w polu przekroju
poprzecznego przewodu A w punktach (ve A) wyznacza si¢ ze zwigzku calkowego:

® AP,
u (v)= qu (q)G(v,q) qu ——ZIIG(V,W) dA, , (6)
7 H A qe L;v,we A

Objetosciowy strumien przeplywu Q przez przewdd otrzymuje si¢ przez dyskretne
scatkowanie funkcji u, (v) w polu przekroju A.

3 Wyznaczenie wspétczynnika wielkosci skalarnych w przeptywie
laminarnym przez przewody prostoosiowe z pojedynczym wypelnieniem.
Weryfikacja metody

Weryfikacje algorytmu MEB przeprowadzono w oparciu o znane wartosci liczby
Poiseuille’a, wspétczynnika Coriolisa i Boussinesqa dla zagadnienia przeptywu
laminarnego w przewodzie o przekroju okrggu z okragtym wypelnieniem (Rys. 2a).
Obliczenia zostaly wykonane dla brzegu zlozonego z 4000 liniowych elementéw.
W celu wyznaczenia wielkosci skalarnych przyjeto siatke o gestosci 42025 tréjkatnych
elementéw. Przyktadowa siatka, sktadajaca si¢ z 260 tréjkatnych elementéw, zostata
wykreslona na rysunku 2b. Obliczenia wykonano dla réznych stosunkéw promieni
r;/r, (Rys. 2a). W tabeli 1 przedstawiono rezultat weryfikacji wielkosci skalarnych.

Maksymalny btad liczby Poiseuille’a wyznaczony jako réznica liczby Poiseuille’a
z rozwigzania analitycznego [11] i rozwigzania dyskretnego odniesiona do liczby
Poiseuille’a rozwigzania teoretycznego nie przekracza warto$ci 0.12%, natomiast
w przypadku wspétczynnika Coriolisa [12] i wspéiczynnika Boussinesqa [12] btad ten
nie przekroczyt wartosci odpowiednio 0.07% i 0.03%.
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Rys. 2. Szkic obrazujgcy zagadnienia brzegowe w przeptywach przez przewdd o przekroju
kotowym z okrggltym wypetnieniem: a) oznaczenia, b) przyktadowa siatka

Fig. 2. Sketch to consideration of boundary conditions for a concentric circular
annular duct flow: a) diagram, b) mesh

Tab. 1. Liczba Poiseuille’a, wspotczynniki Coriolisa i Boussinesqa -
btqd rozwigzania MEB

Tab. 1. Poiseuille number Coriolis and Boussinesq coefficients -
error analysis obtained by BEM

Rozw. Rozw. Btad met.
teoretyczne | num. MEB MEB
- ri/ro fRe [11] fRegem SfRepem
1 0,20 23,088 23,086 0,008
2 0,40 23,678 23,681 -0,013
3 0,50 23,813 23,819 -0,024
4 0,60 23,897 23,908 -0,044
5 0,80 23,980 24,007 -0,114
4] /ro o [12] OlBEM SolsEm
1 0,20 1,594 1,594 0,025
2 0,40 1,561 1,560 0,038
3 0,50 - 1,553
4 0,60 1,549 1,548 0,050
5 0,80 1,544 1,543 0,069
L/, B[12] Brr i
1 0,20 1,217 1,217 0,025
2 0,40 1,206 1,206 0,017
3 0,50 - 1,203
4 0,60 1,202 1,202 0,021
5 0,80 1,200 1,200 0,005
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4 Przyktady obliczeniowe

Przyktadem zastosowania metody elementéw brzegowych, dla ktérego nie jest znane
rozwigzanie analityczne, jest przeptyw przez przewdd o przekroju kwadratowym
z kwadratowym wypelnieniem. Obliczenia wykonano dla réznych stosunkéw
wysokosci bokéw wewngtrznego wypelnienia 2 do wysoko$ci zewnetrznego kwadratu
H (rys.3). Do symulacji przyjeto przeptyw wody o wspélczynniku lepkosci

dynamicznej wynoszacym 0.0005494 Pa-s (50°C) i gestosci 988.04 kg / m> .

A
. y .
by §
Hh -
} 7 §
Y
e o

Rys. 3. Szkic obrazujgcy zagadnienia w przeptywie przez przewdd o przekroju
kwadratowym z kwadratowym wypetnieniem

Fig. 3. Sketch to consideration of flow through square duct with central square core
Rezultatem przeprowadzonych symulacji jest wzor opisujacy zalezno$¢ liczby

Poiseuille’a oraz wspéiczynnikéw Coriolisa i Boussinesqa w funkcji stosunku
wysokosci Scianek kanatu i wypetnienia w=h/H:

Po(w); aw); f(w) = — 2 owr e w=l, )

L+dw+ew” + f*’ H
gdzie wspolczynniki ksztattu funkcji zostaty przedstawione w tabeli 2.
Tab. 2. Wspdtczynniki ksztattu funkcji Po(w), o(w) i J(w) [wg wzoru (7)]

Tab. 2. Coefficients of the Eq. (15) to determination values of Po(w), ow) and f(w)
[according formula (7)]

Parametr Wspotczynniki funkcji

a b c d e f
Po 14,23 | 5782,84 28583,92 | 309,62 1222,99 -103,36
o 2,154 | 1296,17 18748,66 | 695,81 11434,55 813,57
B 1,378 | 937,287 12849,25 | 719,57 | 10450,60 315,20

Na rysunku 4 wykreS§lono zalezno$¢ liczby kryterialnej Poiseuille’a Po(w)

oraz wspétczynnikéw Boussinesqa a(w), Coriolisa S(w) (wedtug wzoru 7) w zalezno$ci
od parametru w=h/H.
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Rys. 4. Zaleznos¢ wartosci Po, a(w), B(w) w przeptywie przez przewdd
o przekroju kwadratowym z pojedynczym kwadratowym wypetnieniem
w funkcji parametru w=h/H

Fig. 4. Variation of values Po, a(w), S(w) for the flow trough square duct
with central square core for variable coefficient w=h/H

Na rysunkach 5a-b wykreSlono przykladowe izotachy w przeptywie laminarnym
przez przewod kwadratowy z wypelnieniem kwadratowym wyznaczone metoda
elementéw brzegowych (Re=800) dla nastg¢pujacych parametréw A/H: 0.2; 0.4; 0.6, 08.

5 Podsumowanie

Znajomos¢ wielko$ci opisujacych przeplywy w przewodach prostoosiowych
z wypelnieniem jest szczegdlnie przydatna do optymalizacji pracy wymiennikow ciepta.
Najprostszy wymiennik ciepta jest to tzw. ,rura w rurze”, czyli przewdd kotowy
z okraglym wypelnieniem. Dobierajagc odpowiedni ksztalt przekroju poprzecznego
przewodu prostoosiowego, mozna zoptymalizowaé parametry pracy wymiennika.
Gtéwng zaleta prezentowanego algorytmu wykorzystujacego metode elementéw
brzegowych do wyznaczania przeptywu i jego charakterystyk jest eliminacja
generowania pracochlonnych i czasochlonnych przestrzennych siatek dyskretyzacji,
obszaru rozwigzania, ktére sg stosowane w powszechnie uzywanych programach
obliczeniowych opartych na metodach siatkowych, takich jak metoda elementéw
skonczonych, czy metoda objetosci skonczonych. Niewielki btad metody elementéw
brzegowych sprawia, ze jest to uzyteczne narzedzie do wyznaczania przeptywu
dla dowolnych ksztattow przekroju poprzecznego przewodéw z wypetnieniem.
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Rys. 5. Pole predkosci w przeptywie laminarnym przez przewdd kwadratowy
z wypetnieniem kwadratowym wyznaczone metodq elementow brzegowych:
a) WH=0.2, b) WH=0.4, c) WH=0.6, d) /H=0.8
Fig. 5. Velocity field of the flow trough square duct with central square core
for variable coefficient w=hW/H
a) WH=0.2, b) WH=0.4, c) WH=0.6, d) /H=0.8
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Streszczenie

W pracy przedstawiono algorytm MEB symulacji przeptywéw laminarnych
w przewodach prostoosiowych z pojedynczym wypelnieniem niezaleznie od ksztattu
przekroju przewodu i wypelnienia. Weryfikacja metody elementéw brzegowych zostata
dokonana poprzez poréwnanie rezultatéw obliczen MEB ze znanym rozwigzaniem
analitycznym w przewodzie o kotowym obrysie przekroju poprzecznego z okraglym
centralnym wypelnieniem. W publikacji przedstawiono graficzne rezultaty obliczen
symulacji przeptywu laminarnego w przewodzie o przekroju kwadratowym
z centralnym kwadratowym wypelnieniem oraz wyznaczono liczbe Poiseuille’a
i wspétczynniki Coriolisa i Boussinesqa w zaleznosci od proporcji wymiaréw przewodu
i wypelnienia.

Stowa kluczowe: metoda elementéw brzegowych, przewody prostoosiowe
z wypetnieniem, liczba Poiseuille’a, wspétczynnik Coriolisa i Boussinesqa
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Implementation of the Boundary Element
Method for the solution unidirectional
laminar flow through straight doubly

connected ducts

Summary

The double connected ducts are an important geometry for many fluid flow and heat
transfer devices. The aim of the paper is proposal to solve unidirectional laminar flow
through straight doubly connected ducts using Boundary Element Method (BEM).
The efficiency and the credibility of proposed algorithm were verified by numerical
tests in known solution the laminar flow through straight concentric annular duct.
A numerical examples are presented flow through straight for square duct with central
square core. Computer program was written in Fortran programming language.

Keywords: boundary element method, doubly connected ducts, Poiseuille number
Coriolis and Boussinesq coefficients

Badania zostaly zrealizowane w ramach pracy statutowej nr S/WBiIS/4/2014
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