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Modelowanie pola temperatury i strumienia
ciepta w plaskich przeptywach Taylora
metoda elementé6w brzegowych

1 Wprowadzenie

Przeptyw Taylora-Couette'a jest formg laminarnego ruchu cieczy lepkiej migdzy dwoma
koncentrycznie usytuowanymi obracajacymi si¢ cylindrami [1], [2] (rys.1). Kryterium
formy ruchu cieczy w przeptywach Taylora-Couette'a stanowig: liczba Reynoldsa
iliczba Taylora, opisujgca relacje pomiedzy sitami odsrodkowymi w ruchu cieczy
i sitami wynikajacymi z lepkosci cieczy [2]:
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gdzie: p=Aw= ‘(0’1 —wz)‘ jest réznicg predkosci kotowej ruchu cylindréw, h=|r —r|

jest odlegloscia pomiedzy $ciankami cylindréw, natomiast v oznacza kinematyczny
wspolczynnik  lepkosci  cieczyv =u/p, przy czym pjest dynamicznym
wspoétczynnikiem lepkosci cieczy. Liczba Taylora okre$la warunki utraty stabilnosci
przeptywu [3]. Powyzej krytycznej liczby Taylora, formulowanej réznie w funkcji
geometrycznych i kinematycznych wlasciwosci ruchu w uktadzie koncentrycznych
cylindréw, kotowy laminarny przeptyw plaski przeksztalca si¢ w tréjwymiarowy
przeptyw ze zdeformowanymi przestrzennie wirami toroidalnymi [1].

Rys. 1. Przeptyw Taylora-Couette'a pomigdzy dwoma koncentrycznymi cylindrami
Fig. 1. Taylor flow between two concentric cylinders
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Przeptywy Taylora-Couette'a ze wzgledu na ich zlozono§¢ sa przedmiotem
intensywnych badan teoretycznych w sensie poznawczym, jak tez przedmiotem
zagadnien inzynierskich dotyczacych konstrukcji mieszalnikéw, lepkoSciomierzy
rotacyjnych oraz konstrukcji hydrostatycznych tozysk slizgowych [4].

Przedmiotem opracowania jest wyznaczenie parametréw  przeptywowych
i energetycznych, w tym dyssypacji energii w ptaskim laminarnym przeptywie cieczy
lepkiej pomiedzy rotujacymi ze stala predkoscia katowa wspétosiowymi cylindrami.
Matematyczny opis zagadnienia sformulowano przy uzyciu metody brzegowych
rownan catkowych. Efektem rozwigzania sa: pole temperatury i izolinie strumienia
ciepta dla réznych warunkéw geometrycznych i kinematycznych uktadu cylindréw
i fizycznych wlasnoéci cieczy.

2 Sformutowanie zagadnienia

Laminarny, plaski przeptyw cieczy lepkiej w cylindrycznym ukladzie wspoétrzednych
{r,@.z} przy zatozeniu, ze predkosci u, =u, =0 opisuja: roéwnanie cigglosci
iréwnania Stokes'a w postaci:

du
—Z=0, (2a)
dg
2 2
u d du 1 du, u
L2 oy —Fe——L- 2|0 (2b) , (2c)
rodr dr r dr r

Rozwigzanie réwnania rézniczkowego (2¢) z warunkami brzegowymi:
Ugp(ry) = @11y , uy(ry) = Wyry ma postac:

2 2 2.2
Wyry—oirry (@ -w)riry 1
u¢(r): "~ > — 3)
r2—r1 r2—r1 r

Po wstawieniu zalezno$ci (3) do réwnania rézniczkowego (2b) po scatkowaniu
otrzymuje si¢ zalezno$¢ opisujaca pole cisnienia:

2
2 2 2 2 22
Wrry—@rry |, Wyr 3= @ry (@) —Wy)rir)
22 T2 40, = |
r2—r1 r2—r1 }’2-)"1
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Momenty oporu ruchu cylindréw w cieczy lepkiej sa odpowiednio réwne:
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W przypadku ruchu cieczy o znacznej lepko$ci istotna jest dyssypacja energii.
Roéwnanie energii dla odpowiednio matych liczb Reynoldsa przy przeptywie Taylora
przybiera postaé [5]:

VT =2u,=0 (©6)

gdzie @ oznacza dyssypacj¢ energii w przeptywie. Przy przyjetych wyzej warunkach
geometrycznych i kinematycznych otrzymuje sie:

2 2.2 Y
u (w1 —wH)rir
D=u ) =4u Oz@oriral | 7)
dr{ r rs—r 12 r2
3 Brzegowe réwnanie catkowe opisujace pole temperatury

w przeplywie cieczy lepkiej
Calkowe sformulowanie zagadnienia opisanego réwnaniem rézniczkowym (6) w polu
(A) ,ograniczonym  ciggtym brzegiem (L=LyULy) zfizyeznymi warunkami

brzegowymi opisujacymi na czedci brzegu Ly (pe Ly) zadang warto$¢ temperatury
T®),,,

q(p)|pE Iy = q,(p) , prowadzi do réwnania catkowego:

=T,(p), aczgsci brzegu Ly (pe Lp) zadang warto$¢ strumienia ciepta

x2(P)T(p)+ I T(q)H (p.q)dLy + ITS (WH (p,q)dLy =
Lo LIr
%Iqmwmﬂw%+%j%@ﬁ@ﬂﬂ%+%jﬁMMGmﬂmA
Ir Ly A

gdzie p(x,, ¥p) i q(xg,Yq) 53 odpowiednio punktem ustalonym i punktem biezacym

®)

calkowania, a funkcje G(p,q) i H(p,q) sa rozwigzaniami podstawowymi: natomiast
wspétczynnik y(p) przy wydzielonej wartosci 7'(p) w punkcie osobliwym na gtadkiej
czedei brzegu (L) jest téwny 1/2, przy czym we A :
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1 1
G(p.q) =—h{—} , g =[P —a]=Brpg)” + Bypg)” (8"
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wektorem normalnym do granicy (L) w punkcie q(xg,¥q) -

Po wyznaczeniu warto$ci brzegowych: temperatury T'(p) > pe€ L 1 strumienia ciepta

q(p) > pe< L temperatur¢ w wewngtrznych punktach ve A w obszarze A wyznacza
si¢ ze zwigzku catkowego:

1 1
T(v)= J.T(Q)H(V,Q)qu 7 (@G (v, q)dLy +EJ.J.(D(W)G(W’q)dAW )
L

Sktadowe strumienia ciepta wyznacza sig¢, rézniczkujac zaleznos¢ (9):

s -{2) [ 0) e o 0) e
x x v
L (9a)
(22 .

T (v) 9H (v,q) dG(v,q)
3 Jv J.T( ){—J dLy +J. [ % l dLy +
)

q),(V)Z—Z,( ;
L

_ Hq)(w (Mj i,
dy v
A

Odpowiednie scatkowanie funkcji podcalkowych zgodnie z definicja [6] pozwala
na wyznaczenie linii przeptywu ciepta:

(9b)

0= oT 0= oT
dy ox ox dy (b
dE=gq.dy—q,dx (10
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4 Numeryczne rozwigzanie zagadnienia obliczeniowego

Dyskretne rozwigzanie réwnania catkowego (8) polega na sprowadzeniu do ukiadu
algebraicznych réwnan liniowych wzgledem dyskretnych wartosci niewiadomych
funkcji T(q), ¢(q) w obranych punktach (punkty kolokacji) na brzegu
rozpatrywanego obszaru. Najprostsza forma rozwigzania jest podzial brzegu
na elementy liniowe, na ktérych warto$ci poszukiwanej funkcji w punktach kolokacji
tozsamych z punktami centralnymi elementéw przyjmuje si¢ za stale. Przyjmujac
przyblizenie brzegu obszaru (L) J-elementowym ukladem elementéw liniowych
L;:j=1J, naktérych wartosci funkcji 7(q;); j=1J i q(q;):j=1J w punktach
centralnych elementéw majg state warto$ci, réwnanie catkowe (8) sprowadza si¢
do uktadu algebraicznych réwnan liniowych:

J J
> 8 T@HH®Ha,)- Y, 6%9(a)Gmp;a,) =

j-1 j=1
J K an
0 T !
2| ~O7 T3 (@ H (B;-4,)= 8] 45(@) G0 )+ = 2, PGP Vi) Ak
J-1 k=1
gdzie:
1 jezeli na elemencie L; poszukiwang funkcjg jest 7(q ;) .
| = ' ' ar)
J

0 Jjezeli na elemencie L; poszukiwang funkcja jest g(q ;) ’

50 1 jezeli na elemencie L; poszukiwang funkcjg jest q(q ;) 5
£ = . 11
70 jezeli na elemencie L i poszukiwang funkcja jest 7'(q ) (1

Catke powierzchniowa w réwnaniu (11) po triangulacji obszaru (A) na K-elementéw
A, iwyznaczeniu wartoSci funkcji podcatkowej @(vy);k=1,K w punktach
centralnych elementéw, przyjmujac, Zze w obrgbie poszczegdlnych elementéw ma ona
statg wartos¢, sprowadza si¢ kubatury:

J

K
H QVIG(P,V)dAy =3 Y P(V)GP;, Vi )AL -
A g (11%)

W analogiczny sposéb wyznacza si¢ wartoSci temperatury 7T(vy);k—1,K oraz
strumienia ciepta ¢(v;);k—1,K i skltadowychgq, (v;);k-1K, qy (Vi) k=LK
w punktach v; ; k =1,K obszaru (A).

5 Weryfikacja algorytmu MEB

W literaturze teoretyczne rozwigzanie pola temperatury dla zagadnienia dyssypacji
energii w plaskim przeptywie Taylora znane jest rozpatrywanym przypadku
przy zalozeniu stalej temperatury na $ciankach 7, >7; [2]:
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gdzie Br jest liczba Brinkmana, ktéra w rozpatrywanym przypadku definiuje si¢ jako:

2 .2
pr=H 1% (12a)
AL -T)

W celu weryfikacji prezentowanego algorytmu postuzono si¢ rozwigzaniem (12) przy:
r=05m, @ =20s"', ;=00°C ; r,=1.0m, @, =0.0s"", T, =0.0 °C oraz
A=0.1W/(m-K), #=10Pa-s. Blad rozwigzania dla temperatury wyznaczono
z zaleznosci 8T =|(T* -T" )/ T%|*100% , gdzie (a) oznacza rozwigzanie analityczne,
natomiast (n) rozwigzanie numeryczne metoda elementéw brzegowych.

W tabeli 1 poréwnano rezultaty obliczen MEB z rozwigzaniem testowym (12)
dla brzegu sktadajacego si¢ ze 100 i 200 liniowych elementéw. Blad metody elementéw
brzegowych zalezy przede wszystkim od stopnia dyskretyzacji linii brzegowej.
W opisywanym przypadku maksymalny btad MEB dla brzegu zbudowanego ze 100
elementéw nie przekracza 1%, natomiast biad dla brzegu skladajacego si¢ z 1000
element6éw nie przekracza 0.3%.

Tab. 1. Rozktad temperatury w przekroju y=0.0 - blgd rozwigzania MEB
Tab. 1. Temperature profile at y=0.0 cross section - error analysis applied in BEM

Wspétrzedne | Rozwigzanie | Rozwiazanie | Blad met. | Rozwigzanie | Biad met.
weziéw teoretyczne MEB MEB MEB MEB
100 elem. |100elem.| 200 elem. |200 elem.
x y T4 " OT [%] " OT [%]
0,5 0,0 0,0000 0,0000 - 0,0000 -
0,6 | 00 1,8643 1,8802 0,8528 1,8689 0,2517
0,7 | 00 2,2777 2,2859 0,3625 2,2807 0,1305
0,8 | 00 2,2073 2,2099 0,1219 2,2087 0,0645
09 | 00 1,1595 1,1609 0,1208 1,1596 0,0081
1,0 | 0,0 1,0000 1,0000 0,0000 1,0000 0,0000

Na rysunku 2 wykreslono graficzne poréwnanie rezultatéw obliczen MEB temperatury
z rozwigzaniem teoretycznym (2) dla brzegu ztozonego z 200 liniowych elementéw.
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Rys. 2. Porownanie rezultatow obliczen temperatury MEB 7 rozwigzaniem teoretycznym

Fig. 2. Compare results of temperature calculations by BEM with theoretical solution

6 Przyktady obliczeniowe

Przyktadem zastosowania metody elementéw brzegowych, dla ktérego nie jest znane
rozwigzanie analityczne przeptywéw Taylora z uwzglgdnieniem dyssypacji energii, jest
przepltyw z cze¢$ciowo adiabatyczng Scianka zewnetrzng. Stopien zaglebienia $cianki
zewngtrznej okresla parametr h/d, gdzie h jest wysokoécig izolacji $cianki
zewnetrznej, natomiast d =2r, (rys. 3). Nadto w obliczeniach przyjeto: r; =0.5m,
@, =20  r,=10m, @,=00s", p=1000.0kg/m>, T,=0.0°C,
T,=10°C oraz g#=10Pa-s A1=0.1W/(m-K). W rozpatrywanym przypadku
liczba Reynoldsa Re = @;r Dy, /v = 250.0 (gdzie D, =[z(r3 —ri1/[27(r 2+ r{)]) oraz
liczba Taylora Ta = @,y /(ry —r,)® /v? =250000.0 i liczba Brinkmana Br =6.7 .

Na rysunku 4a przedstawiono linie pradu wraz z zaznaczonymi zwrotami przeptywu,
narysunku 4b zaprezentowano pole predkosci przeptywu (predko$¢ katowa),
na rysunkach 4c i 4d przedstawiono linie przeptywu ciepta i pole temperatury.

Na rysunkach (5.1a - 5.5a) wykres$lono linie przeptywu ciepta miedzy dwoma walcami,
na rysunkach (5.1b - 5.5b) pola temperatury dla wybranych stopni zaglebienia §cianki
adiabatycznej ¥=h/d,: 0.25,0.50,0.75,0.90,1.00 .
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Rys. 3. Szkic obrazujgcy zagadnienia brzegowe w przyktadowym przeptywie
Fig. 3. Sketch to consideration of boundary conditions of the flow
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Rys. 4. Przeptyw Taylora wyznaczony metodg MEB: (a) linie prqdu, (b) pole predkosci
Fig.4. Taylor flow of BEM solutions: (a) streamlines, (b) velocity field
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Rys. 4. Przeptyw Taylora wyznaczony metodg MEB: (c) linie przeptywu ciepta, (d) pole

temperatury

Fig.4. Taylor flow of BEM solutions: (c) heat flow lines, (d) temperature field
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Rys. 5. Przeptyw Taylora wyznaczony metodg MEB: (c) linie przeptywu ciepta, (b) pole
temperatury

Fig.5. Taylor flow of BEM solutions: (a) heat flow lines, (b) temperature field

7 Podsumowanie

Zaprezentowany wyzej algorytm metody elementéw brzegowych jest rozszerzeniem
znanego rozwigzania analitycznego pola temperatury w przepltywie Taylora
z uwzglednieniem dyssypacji energii. W klasycznym rozwigzaniu analitycznym
wykorzystuje si¢ jedynie warunek brzegowy Dirichleta w postaci zadanej temperatury.
Istotne jest, ze w prezentowanym algorytmie MEB istnieje mozliwo$¢ zastosowania
warunku Neumanna w postaci zadanego strumienia ciepta na brzegu, jak réwniez
i warunku mieszanego, czyli warunku Robina. Warty podkreslenia jest fakt, ze maty
btad metody MEB $§wiadczy o jej duzej uzytecznos$ci w rozwigzywaniu zagadnien
réznorakich laminarnych, nieizotermicznych przeptywéw ptynéw lepkich.

140



Modelowanie pola temperatury i strumienia ciepta
w plaskich przeplywach Taylora metoda elementéw brzegowych

Literatura

1. Taylor G.1.: Stability of a Viscous Liquid contained between Two Rotating
Cylinders, Phil. Trans. Royal Society, Vol. 223, 1923

White F.M.: Viscous Fluid Flow, McGraw-Hill, 2005

White M.F.: Fluid Mechanics, 7th edition, McGraw-Hill, 2009
Childs P. R. N.: Rotating flow, Elsevier Inc. 2011

Johnson R.W.: The Handbook of Fluid Dynamics

Holman J.P.: Heat Transfer Tenth Edition, McGraw-Hill, 2010

AN e

Streszczenie

Opracowanie zawiera algorytm wyznaczania pdl temperatur w przeptywach Taylora
z uwzglednieniem dyssypacji energii metodg elementéw brzegowych. W prezentowane;j
pracy przedstawiono przykladowe graficzne rezultaty obliczen, dla ktérych nie sg znane
rozwigzania analityczne, tj. przeptyw z adiabatyczng §cianka na cylindrze zewnetrznym.
Algorytm zostal zaimplementowany w autorskim programie obliczeniowym napisanym
w jezyku Fortran. Program moze by¢ stosowany w przeptywach cieczy lepkich
np. olejow, tam, gdzie wptyw dyssypacji energii jest istotny.

Stowa kluczowe: metoda elementéw brzegowych, przeptywy Taylora, dyssypacja
energii

Modeling of the temperature field
and the heat flux in flat Taylor flows
with the boundary element method

Summary

In the article it has been introduced the way to simulation viscous dissipation of Taylor
flow using Boundary Element Method. Viscous dissipation is a main part, where the
viscosity is large for example in oils. The algorithm was verified using a theoretical
solution. The computer program was written in Fortran programming language.
A numerical examples were presented flow with adiabatic wall temperature.

Keywords: boundary element method, Taylor flow, viscous dissipation
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