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Modelowanie przepltywu Taylora-Couetta
metodq elementé6w brzegowych

1 Wstep

Przeptyw Taylora-Couette'a jest forma ruchu cieczy lepkiej miedzy dwoma
koncentrycznymi obracajacymi si¢ walcami [1, 2]. Charakter ruchu cieczy w przeptywie
Taylora-Couette'a jest tréjwymiarowy, przy czym w pewnym zakresie parametrow
kinematycznych w relacji do fizycznych wlasciwosdci cieczy ma on posta¢ ukladu
toroidalnych wiréw wzdluz osi ukladu walcéw, po czym uklad traci stabilno$§¢
i toroidalny uktad wiréw deformuje si¢ w istotnie ze wzrostem predkosci katowej ruchu
ptynu. Kryterium formy ruchu cieczy w przeptywach Taylora-Couette'a stanowi liczba
Taylora opisujaca relacje pomiedzy sitami od$rodkowymi w ruchu cieczy i sitami
wynikajacymi ze zwigztosci strukturalnej (Iepkosci) cieczy [3]:

2,4

Ta= 20 M
v

gdzie: a):Aa):|(a)1 —a)2)| jest réznica predkosci kotowej ruchu walcow (Rys. 1),
h= |r - r2| jest odlegto$cig pomigdzy §ciankami walcow (luz), natomiast v oznacza
kinematyczny wspétczynnik lepkosci cieczy v = g/ p , przy czym 4 jest dynamicznym
wspoétczynnikiem lepkosci cieczy. Krytyczna liczba Taylora opisujaca warunki utraty
stabilno$ci przeptywu w sensie deformacji ptaskich wiréw toroidalnych jest w
literaturze szacowana na Ta=1700 [4]. Powyzej krytycznej liczby Taylora przeptyw

ptaski przechodzi w laminarny tréjwymiarowy przeptyw ze zdeformowanymi
przestrzennie wirami toroidalnymi.

Przeptywy Taylora-Couette'a ze wzgledu na ich zlozono$¢ sa przedmiotem
intensywnych badan teoretycznych w sensie poznawczym, jak tez przedmiotem
zagadnien inzynierskich dotyczacych konstrukcji mieszalnikéw, lepkos$ciomierzy
rotacyjnych (wiskozymetr Couette'a) oraz konstrukcji hydrostatycznych tozysk
slizgowych [5].

Przedmiotem opracowania jest zastosowanie metody brzegowych réwnan catkowych
(metody elementéw brzegowych MEB) do wyznaczenie pola predkosci w plaskim
laminarnym przeptywie cieczy lepkiej pomigdzy rotujacymi ze stata predkoscia katowa
walcami. W przypadku ptaskiego laminarnego przeptywu cieczy lepkiej pomigdzy
koncentrycznie usytuowanymi walcami wirujacymi ze stala predkoscia katowa
zagadnienie ma rozwigzanie analityczne. Rozwigzanie zagadnienia przeptywowego
w przypadku walcéw utozonych niekoncentrycznie napotyka na powazne trudno$ci
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i ogranicza si¢ do nielicznych przypadkéw przyblizonych rozwigzan uwarunkowanych
relacja wymiaréw walcéw i geometrig ukladu [6].

%

Rys. 1. Przeptyw Taylora-Couette'a pomiedzy dwoma koncentrycznymi walcami.
Fig. 1. Taylor-Couette flow between two concentric cylinders

Sformutowanie zagadnienia przeptywowego ruchu cieczy lepkiej w ukladzie
wspotsrodkowych 1 niewspétsrodkowych walcéw w réznych konfiguracjach przy
uzyciu metody brzegowych réwnan catkowych, rozwigzywane dalej dyskretnie,
pozwala na daleko idace uogélnienie problemu w zakresie geometrii uktadu (uktad
wielu wirujacych walcéw w mieszalnikach) i jego kinematyki, w sposéb skuteczny
inumerycznie oszczedny w relacji do metody elementéw skonczonych
w zastosowaniach do zagadnien przeptywowych.

2 Sformutowanie zagadnienia

Laminarny, plaski przeptyw cieczy lepkiej w cylindrycznym ukladzie wspétrzednych
{r,@.z} przy zatozeniu, ze predkosci u, =u, =0 opisuja: réwnanie cigglosci
i réwnania Stokes'a dla sktadowe;j Uy = uq,(r) W postaci:

[4
—=0 2
i (2a)
2 2
u d d“u 1 du, u
pL=L 4 _2¢+__V’__g =0 (2b), (2¢)
roodr dr r dr r

Rozwigzanie réwnania  rdézniczkowego (2¢) z  warunkami  brzegowymi:
Up(r) = @1y , uy(ry) = Wyry ma postac:

2 2 2.2
1 @y 3= @1 (01 —wy)rirs
up(N=2r-0 — : Q' =—F—— 1 G =——s—5— O
r r2—r1 r2—r1
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Po wstawieniu zaleznosci (3) do réwnania rézniczkowego (2b) po scatkowaniu
otrzymuje si¢ zalezno$¢ opisujaca pole ci$nienia:

_P(or\ 2 r _Plo L
p(r)= 2(.(2 ) r +2p(.Q .Qr)lnr 2([2,) r2+const “)
Momenty oporu ruchu cylindréw w cieczy lepkiej sa odpowiednio réwne:

M, =27r{T,

=—4nu2, ; M,, =2xr % Trp

r=r|

= +47us2, (52) , (5b)

r=rp

3 Matematyczny opis przeptywu. Sformutowanie catkowe

Ruch cieczy lepkiej o dowolnej konfiguracji pola przeptywu opisuja réwnania cigglosci
i réwnania Naviera-Stokes'a. Przy pewnych zalozeniach upraszczajacych dotyczacych
charakteru ruchu, tj. ruchu przy matych wartosciach liczby Reynoldsa opis ten stanowig
réwnania Stokes'a. W przypadku ruchu ptaskiego (dwuwymiarowego) catkowe
sformutowanie zagadnienia przeptywowego opisanego réwnaniami Stokes'a w uktadzie
wspotrzednych kartezjanskich {x,y} sprowadza si¢ do brzegowego réwnania catkowego
[7, 8] (przy zalozeniu, ze brzeg L plaskiego obszaru A ograniczonego tym brzegiem
jest krzywa gladka) w postaci:

I Jn( @Gy, (P.q) qu = 2mu,, (p)+ ﬂj Uy (DN (P> Q) 71 q qu (6)
L L p.qe L
Jezeli na brzegu (L) obszaru przeptywu jest zadana predko$¢ ruchu ptynu u,,

réwnanie (6) jest rownaniem catkowym (réwnanie Fredholma I-go rodzaju) wzgledem
sktadowych tensora naprezen lepkich { f,,(q), f,,(q)) (indeksy n,m,k oznaczaja

przemiennie x,y, natomiast catka po prawej stronie jest catka w sensie wartosci
gléwnej Cauchy'ego). Rozwigzania podstawowe G, ,(p,q) oraz N, ,;(P.q) sa

odpowiednio rowne:

1 ) 1) 1(m=n)
Gpm(P-q) = Sy In| — +—PTP > Oam = (6a)
I r, 0(m#n)
Pq Pq
) 3,0a Ok )
Nymie 0,9 = 4W gdzie: 6*pq = (pr _Z*q) (6b)
"pq
gdzie: ryq = \/ (8,pq )2 +(0 mpq)2 (m#n) przy czym przez j, 0znaczono argumenty

(xp, yp) , ( Yq» yq) ,aprzez ’qu skladowe wersora normalnego w punkcie (q) .

W réwnaniu (6) sktadowe predkosci u,, sa dane jako skladowe predkosci ruchu cieczy:
na brzegu I; =27xr; z predko$cia Up| = @I Oraz na brzegu L, =27xr, z predkoscia

Upy = Wory, przy czym L=L UL, .
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Po wyznaczaniu gestosci f,,(q) na brzegu (L), sktadowe predkosci u,, w obszarze (A)

ograniczonym brzegiem L =1; UL, (L) wyznacza si¢ z réwnania:

1 _ 1
Uy (V) = +§J-“n(q)Nnmk (v, @)1 g qu _%J.fn(Q)Gmn(V,Q) qu %)
L L ve A
Ci$nienie w polu przeptywu (A) jest opisane zalezno$cia:
y7i _ 1
vV)=+—u H, . (v,q)n, qdL, ——— P (v,q) d
pv) 47[_" n(WH (V@) gdLg 4”J‘fn(q) n (V.q) dLy ®
L L
gdzie:
d
q 8a
By(v.q)=-2-" (8a)
Ivq
) 8, vq O
Hyp (v.q) = 4| ——5- 4200 (8b)
'pq 'pq
Sktadowe wektora naprezenia w rozpatrywanym przypadku sa réwne:
— . ou,,(p) Ju, (p)
@) =Gy @7y gdzie: 6, (p) =p| TPy TP ©
Nnp  mp

4 Numeryczna realizacja algorytmu obliczeniowego

Dyskretne rozwigzanie réwnan caltkowych polega na sprowadzeniu catek do ukladu
algebraicznych réwnan liniowych wzgledem dyskretnych warto$ci niewiadomej funkcji
w obranych punktach (punkty kolokacji) na brzegu rozpatrywanego obszaru.
Najprostsza forma rozwigzania jest podzial brzegu na elementy liniowe, na ktérych
wartos$ci poszukiwanej funkcji w punktach kolokacji tozsamych z punktami centralnymi
elementéw przyjmuje si¢ za state.

Przyjmujac przyblizenie brzegu L=L; UL, J-elementowym ukladem elementéw
liniowych [Lj], j= ﬁ (Rys. 2), na ktérych funkcje [fn (qj)], j= ﬁ w centralnych

punktach elementéw maja stale wartosci, réwnanie catkowe (6) sprowadza sig
do uktadu 2J algebraicznych réwnan liniowych:
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Rys. 2. Dyskretyzacja brzegu obszaru przeptywu pomiedzy koncentrycznymi walcami
Fig. 2. Discretization of the boundary of the flow between two concentric cylinders

J J
> @G (0 ) = =1 Y uy (4 )) By (95 ) ©)
Jj=1 j=1
gdzie:
S S
1 mp;q; “np;jq;
ﬂfnn(p,.,qj):j Sy In +—L L aL; (9a)
r r
L P4 P4
oraz:
Smprq: Okpra;
gr‘;mk (pi?qj) = 4nkqj J‘%dl‘j (9b)
L P4
przy czym:
_ 2 2
rpiqj'_\/(snpiq]') +(6mmqj') (m#n) (9%)

Po wyznaczeniu dyskretnych warto$ci funkcji [ Fm@;)s fa(q j)J ,j= ﬁ _na elementach
brzegowych dyskretne wartosci sktadowych predkosci [u,(vy)],s =15 i wartos¢
ci$nienia [ p(vs)],s:L_S w punktach wewnetrznych obszaru A wyznacza si¢ ze
zdyskretyzowanych jak wyzej zaleznosci (7) i (8).

5 Weryfikacja algorytmu MEB

W celu dokonania weryfikacji prezentowanego algorytmu obliczeniowego postuzono
si¢ rozwigzaniem teoretycznym pola predkosci plaskiego przeptywu Taylora cieczy
olepkosci 4 =0.01Pa-s migdzy dwoma walcami, gdzie wewngtrzny walec
opromieniu r; =0.05m porusza si¢ z jednostkowa predkoscia @; =1.0 st
a zewngtrzny walec o promieniu r, =0.1 m pozostaje nieruchomy ( @, =0.0 sh.
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Obliczenia problemowego zagadnienia wedle przedstawionego wyzej algorytmu
obliczeniowego zrealizowano przy uzyciu sporzadzonego przez autorOw programu
obliczeniowego w jezyku programowania FORTRAN udostgpnianego w Centrum
Komputerowych  Sieci Rozlegtych Politechniki  Biatostockiej w  systemie
wielodostepnym na wieloprocesorowym komputerze, przy czym program obliczeniowy
moze by¢ realizowany réwniez na komputerach personalnych o niewielkiej mocy
obliczeniowe;j.

Wartosci bfedu numerycznego rozwigzania profilu predkosci uy,(r) przyjeto jako
réznice wartosci funkcji opisanej wzorem analitycznym ¢ i funkcji wartosci funkcji
wyznaczonej w rezultacie numerycznego rozwigzania (" odniesiong do wartosci
rozwigzania analitycznego (btad wzgledny):

o =|cre - re

W tabeli 1 poréwnano rezultaty obliczen MEB, z rozwigzaniem testowym opisanym
réwnaniem (3) dla brzegu sktadajacego si¢ z 500 i 1000 liniowych elementéw. Blad
metody MEB zalezy przede wszystkim stopnia dyskretyzacji linii brzegowej,
przyktadowo maksymalny btad MEB dla brzegu zbudowanego z 500 elementéw nie
przekracza wartosci 0.10%, natomiast btad dla brzegu sktadajacego si¢ z 1000
elementéw nie przekracza wartosci 0.02%.

£100% (13)

Na rysunku 3 wykre$lono graficzne poréwnanie rezultatéw obliczen MEB predko$ci
przy przeptywie Taylora z rozwigzaniem teoretycznym (3) dla brzegu ztozonego z 500
liniowych elementéw.

Tab. 1. Predkos¢ w przeptywie Taylora - bigd rozwigzania MEB
Tab. 1. The velocity in a Taylor flow - error analysis applied in BEM

Wspétrzedne | Rozwigzanie | Rozwigzanie | Btad met. | Rozwigzanie | Biad met.
weziow teoretyczne MEB MEB MEB MEB
500 elementéw 1000 elementow
r g (r)* g (r)" o g (r)" o "
m m/s m/s % m/s %
0,050 1,00000 1,00000 0,0000 1,00000 0,0000
0,060 0,71111 0,71098 0,0183 0,71108 0,0042
0,070 0,48571 0,48560 0,0226 0,48569 0,0041
0,080 0,30000 0,29990 0,0333 0,29997 0,0100
0,090 0,14074 0,14065 0,0639 0,14072 0,0142
0,100 0,00000 0,00000 - 0,00000 -
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Rys. 3. Poréwnanie rezultatow obliczen MEB predkosci w przeptywie Taylora
miedzy koncentrycznymi wirujgcymi walcami z rozwigzaniem analitycznym

Fig. 3. Compare BEM results for velocity distribution of Taylor flow
between two concentric rotating cylinders with analytical solution

Na rysunkach 4a-b przedstawiono pole predkosci przeptywu pomigdzy walcami
7=005m,w =1.0 s ; 1, =0.1m, w, =0.0 s'l, odpowiednio:  widok 2D
(Rys. 4a) iwidok 3D (rys.4b). Na rysunku 5a wykreSlono linie pradu wraz
zaznaczonymi zwrotami przeptywu, natomiast na rysunku 5b przedstawiono funkcje
pradu (V).

Y
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Rys. 4. Pole predkos¢ w przeptywie Taylora wyznaczone metodg MEB

R =005m,@; =10 s;r,=0.1m,®, =0.0s" @) widok 2D, b) widok 3D
Fig.4. Velocity field in Taylor flow BEM solutions
R=005m,m; =10 s ;ry=0.1m, @, =0.0s" @) 2D view, b) 3D view
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Rys. 5. Przeptyw Taylora wyznaczony metodg MEB

R=005m, ;=10 s ;r,=0.1m, w, =005
a) linie prgdu, b) potencjat prqdu

Fig.5. Taylor flow BEM solutions:
R =005m,w; =10 s;r,=0.1m, w, =005

a) streamlines, b) stream function

6 Przyktad obliczeniowy

Jako przyklad zastosowania metody elementéw brzegowych do wyznaczania
przeptywoéw Taylora przedstawiono rezultaty obliczen przeptywu pomiedzy trzema
koncentrycznymi walcami:  =0.025m,7,=0.050m, r,,=0.075m , r3=0.100m
wirujagcymi  z predkoSciami katowymi:  @,=1.00 st w,=-1.00s", @5=0.005"
(Rys. 6). Lepkos¢ ptynu przyjeto jak w wyzej rozwazanym przypadku 4 =0.01Pa-s,
przy czym prezentowana metoda obliczeniowa umozliwia symulacj¢ i wyznaczenie
przeptywu przy réznych gestosciach cieczy w poszczegdlnych przestrzeniach
miedzycylindrycznych.

Na rysunkach 7a-b wykreslono pole predkosci przeptywu miedzy trzema walcami:
widok 2D (Rys. 7a) i widok 3D (Rys. 7b). Na rysunku 8a przedstawiono linie pradu
wraz zaznaczonymi zwrotami kierunku przeptywu, natomiast na rysunku 8b
przedstawiono funkcj¢ pradu (V).
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Rys. 6. Szkic analizowanego uktad przeptywu pomiegdzy trzema koncentrycznymi walcami
Fig. 6. Sketch of the analyzing system of the flow between three concentric cylinders
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Rys. 7. Pole predkosé przeptywu w ukiadzie trzech koncentrycznych wirujgcych walcow
a) widok 2D, b) widok 3D

Fig.7. Velocity field of flow in the system of three rotating concentric cylinders
a) 2D view, b) 3D view
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Rys. 8. Przeptyw pomiedzy trzema koncentrycznymi wirujgcymi walcami
a) linie prqdu b) potencjat prqdu

Fig.8. Flow between three rotating concentric cylinders
a) streamlines b) stream function

7 Podsumowanie

W prezentowanym wyzej opracowaniu wykazano uzyteczno$¢ metody brzegowych
réwnan catkowych do rozwigzywania zagadnien opisanych réwnaniami Stokes'a,
w analizowanym przypadku do wyznaczania ptaskiego przeptywu cieczy lepkiej
w uktadzie koncentrycznie usytuowanych powierzchni cylindrycznych wirujacych
z réznymi predkosciami katowymi, sprowadzonym do analizy przeplywu rotacyjnego
cieczy lepkiej w ptaszczyznie prostopadtej do osi walcow.

Jakkolwiek pole predkosci katowej uq,(r) opisanej réwnaniem (3), jedynej przy
poczynionych wyzej zalozeniach, nie zalezy od lepkosci cieczy, to momenty oporu
ruchu cylindréow w cieczy lepkiej sa funkcja lepkosci cieczy, co miedzy innymi, stanowi
podstawe konstrukcji lepkosciomierzy rotacyjnych [9]. Wyznaczenie oporéw ruchu
uktadu koncentrycznych cylindréw pozostajacych we wzajemnym ruch obrotowym jest
rowniez niezwykle wazne w konstrukcji poprzecznych tozysk hydrostatycznych, dla
ktérych przedstawiony wyzej model przeptywu i jego matematyczny opis jest
wystarczajaco dokladny [10]. Metoda brzegowych réwnan catkowym w zastosowaniu
do analizy ptaskich przeptywéw cieczy lepkiej wielu cylindrow w uktadach zaréwno
koncentrycznych, jak tez niekoncentrycznych, stwarza szerokie mozliwosci
modelowania zar6wno geometrycznych parametréw rozpatrywanych struktur, i daje
swobode modelowania cech fizycznych cieczy w sensie mozliwos$ci zréznicowania
lepkosci cieczy w poszczegdlnych obszarach, bez konieczno$ci rozwigzan czastkowych.
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N own e

Streszczenie

W opracowaniu przedstawiono algorytm rozwigzania zagadnienia przeplywowego
plaskiego, laminarnego ruchu cieczy lepkiej pomig¢dzy koncentrycznymi wirujacymi
cylindrami. Przedstawiono matematyczny opis zagadnienia przeplywowego i metode
wyznaczania pola predkosci cieczy i pola ci$nienia oraz naprezen lepko$ciowych
na $ciankach struktur ograniczajacych przeptyw.

Stowa kluczowe:

Simulation of the Taylor-Couette flow
by means of the Boundary Element Method

Summary

In the elaboration was presented the algorithm of solution of the problem of two
dimensional, laminar flow of viscous fluid between concentric rotating cylinders. The
problem was formulated and solved by using Boundary Element Method. One
introduced the mathematical description of the problem of flow and the method of
calculating of the velocity and pressure fields, also tensions on sides of structures
restrictive the flow.

Keywords: Taylor-Couette flow, boundary element method, Stokes flow
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