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Dynamika poprzeczna i statecznos¢
uktadu modelujgcego oddzialywanie
dlugiego pojazdu szynowego z torem

1 Wstep

W rzeczywistosci uklad mechaniczny opisujacy dynamike oddzialywania pojazdu
szynowego z torem stanowi zlozony uktad przestrzenny. Badania zwykle ograniczane
sa do plaszczyzny pionowej. Pod wzgledem bezpieczenstwa badania dynamiki
poprzecznej ukladu sa bardziej istotne anizeli badania w plaszczyznie pionowej
iistotnie je wuzupetniaja. Klasycznym podejsciem do modelowania dynamiki
poprzecznej i stateczno$ci jest teoria ruchu pojazdu szynowego zwigzana ze
stozkowato$cig powierzchni tocznej két kolejowych, rys. 1. Efekt stozkowatosci
wykorzystany zostat do modelowania we¢zykowania przez W. Klingela w 1883 roku [1]
do opisu prostoliniowego ruchu zestawu kolowego w ptaszczyznie poziomej. Podejécie
to byto nastepnie sukcesywnie uogdlniane, w tym w [2] i [3].

A=
P DB N
vy N

Rys. 1. Schemat wezykowania jako niestatecznosci ruchu zestawu kotowego
w sztywnym torze

Pokrewnym zagadnieniem niestatecznosci zwigzanym ze stozkowato$cia zestawow
kotowych jest zjawisko falistego zuzycia wystepujagce w torze krzywoliniowym,
w ktérym przyspieszenie dosrodkowe nie jest w pelni zréwnowazone przechytka toru.
Zjawisko falistego zuzycia wystgpujace w takim przypadku nosi nazweg fal
poslizgowych (slip waves). Bardziej wyczerpujaca dyskusje dotyczaca generowania
tego typu zuzycia mozna znalez¢é w pracy [4]. Przeprowadzono réwniez badania
symulacyjne, ktére wskazuja na mozliwo$¢ ograniczania amplitudy fal poslizgowych,
wzbudzajac dodatkowe drgania, [5].
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Zagadnienie stateczno$ci sformulowane w niniejszej pracy nie jest zwigzane
bezposrednio ze stozkowato$cia koél, stanowi ono jedynie podstawe wyznaczenia
charakterystyki oddzialywania obu podukladéw. Umozliwia to wykorzystanie takiej
samej techniki badan zaréwno do analizy stateczno$ci ruchu w plaszczyznie poziome;j
klasycznych pojazdéw szynowych, jak i pojazdéw na poduszce magnetycznej. Badania
dynamiki poprzecznej latwo uzupelni¢ wynikami uzyskanymi w badaniach
w plaszczyznie pionowej [6], jednak tylko w przypadku pominigcia efektow sprzezen.
W  niniejszym opracowaniu rozwazymy ukltad mechaniczny zlozony z toru
modelowanego podwdjng belka Bernoulliego-Eulera na sprezystym podlozu
o sprezystosci poprzecznej c¢; (2 x c;/2) oddziatujacego sprezyscie (cyp) z poruszajagcym
si¢ ze stalg predkoscia U, pojazdem szynowym, ktéry w zalezno$ci od sztywnosci
modelowany bedzie belka Bernoulliego — Eulera lub uktadem gesto roztozonych mas
(oscylatoréw), ktére moga by¢ potaczone napietg strung (przypadek braku sztywnosci
gietnej pojazdu).

2 Model uktadu pojazd szynowy-tor o sztywnosci gietnej
pojazdu Eyly

Model ukiadu szyn z pojazdem szynowym o sztywno$ci gi¢tnej Eyl, zostal
przedstawiony na rysunku 2.
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Rys. 2. Model uktadu ztozony z dwoch poduktadow ciggtych modelujgcy oddziatywanie
pociggu 7 torem

Ruch uktadu w ogdlnym przypadku opisany jest nieliniowymi réwnaniami
o nieciggltych charakterystykach sprezysto$ci. Niniejsze opracowanie ograniczymy
do przypadku zlinearyzowanych charakterystyk sprezystosci pomijajac  wplyw
tlumienia. Réwnania ruchu w tym przypadku zapiszemy w postaci:

E LW, g+ Wi+ o w + ¢o(w —y) =0, (1)

EoloYixxxxt .“o(y'rr_ 2UpY et Uozy!xx) + Co()’ - W) =0, 2)
gdzie: w= w(x,t) i y= y(x,t) sa odpowiednio przemieszczeniami poprzecznymi toru
i pojazdu, E,I; jest sztywno$cig poprzeczng toru, Eyl, sztywnoscia poprzeczng pojazdu,
a p; i po sa odpowiednio liniowg gestoscia masy toru i pojazdu, za§ cy ; ¢y, Sa
odpowiednio wspétczynnikami sprezystosci oddziatywania pojazdu z torem i toru z
podtozem. Wskazniki dolne po przecinku oznaczaja pochodne czastkowe
odpowiedniego rzgdu.
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oddzialywanie dtugiego pojazdu szynowego z torem

Uwzgledniajac dodatkowo site wzdluzng w szynach powodujaca spadek predkosci fal
w torze w przypadku $ciskania, a wzrost predko$ci w przypadku rozciagania szyn,
réwnanie ruchu (1) uzupelnimy wyrazem T w,,, i oznaczymy jako (la),

Ey L Wopxxt TiWogx+ Wit W + co(w —y) = 0. (la)
Mozemy nadmieni¢, ze sita wzdluzna w szynach jest zwigzana z rozszerzalnoscia
cieplng zalezng od temperatury i zmienia si¢ istotnie w wielu zarzadach kolejowych
wraz z porg roku, a w niektérych rejonach, np. tropikalnych, zalezy istotnie od pory
dnia.
Predko$¢ propagacji fal w belce (szynach) w zaleznosci od liczby falowej k, przy
réznych wartosciach sity wzdluznej ilustruje rysunek 3. Predkos$ci krytycznej v, = 0
towarzyszy wyboczenie toru (szyn).
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Rys. 3. Predkosci fal w belce (w torze) v w funkcji liczby falowej k:
(a) przypadek belki rozcigganej sitq T po lewej stronie i (b) belki Sciskanej
- po prawej stronie

0

Uzupetniajac analiz¢ zalezno$ci, dodamy, ze predkos$¢ propagacji fal v w belce
na sprezystym podiozu zalezy od dtugosci fali A wyrazonej liczbg falowa k, ktérych
zaleznos$¢ jest opisana zwigzkiem

2
k==
Minimalna predkos$¢ fali nosi nazwe predkosci krytycznej.
3 Przypadek pojazdu szynowego modelowanego uktadem
oscylatoréw potaczonych napictg strung
Schemat uktadu w przypadku gesto rozlozonych mas polaczonych napigta strung
ilustruje rysunek 3, a réwnanie ruchu pojazdu przyjmie nast¢pujaca postac:

TloY szt o Wree= 2UY et Uo*Yoxx ) + co(y —w) = 0. 3

W tym przypadku przyjeto nastgpujace oznaczenia: 7 oznacza napigcie struny, a fi
oznacza gesto$¢ masy pojazdu szynowego.
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Rys. 4. Schemat dwdch uktadow cigglych (2 belki i napieta struna) modelujgce
oddziatywanie pociggu 7 torem

Przedstawione rozwazania dotyczace uktadu liniowego pozwalajg na wyciagnigcie
jakosciowych wnioskéw na temat statecznosci oddzialywania pojazdu szynowego
ztorem. Planowane uzupetlienie badan analiza nieliniowa z uwzglednieniem
nieliniowosci oddziatywania uktadu zestaw kolowy - tor oraz uwzglednienie nieliniowosci
zawieszenia pojazdu pozwoli na bardziej przyblizong analize dynamiki i statecznosci
oddzialywania pojazdu szynowego (dlugiego pociagu) z torem.

Przyktady nieliniowych zalezno$ci wzniosu kota i sity poprzecznej w funkcji pozycji
zestawu kolowego w torze podane zostaly na rysunkach 5a i 5b. Jak widaé, zaleznos¢
wzniosu od przesunig¢cia w torze y we wzglednie duzym zakresie mozna aproksymowac
funkcja liniowa.
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Rys. 5 Wznios kota Ah w zaleznosci od przesuniecia klasycznego zestawu kotowego y:

a) oraz sita poprzeczna w funkcji przemieszczenia pojazdu b), m.in. pojazdu
na poduszce magnetycznej

oo

4 Rozwigzanie zagadnienia dynamiki i stateczno$ci ruchu

Réwnania ruchu spetnia¢ bedziemy rozwigzaniami o postaci fal biezacych o zadanej
liczbie falowej k i predkosci fazowej v, ktére w przypadku zlinearyzowanego uktadu
rOéwnan zapiszemy w nastepujgcej postaci:

w(x, t) = Aelkx—v), y(x, t)Belkx=v0), 4)



Dynamika poprzeczna i statecznos$é uktadu modelujacego
oddzialywanie dtugiego pojazdu szynowego z torem

Po podstawieniu rozwigzan (4) do uktadu réwnan ruchu (1), (2) otrzymamy:

[E ik* + mk*v? + ¢; + cg]A—ceB =0, Q)
[Eolok* + ok? (v2 — 2Ugv + Up?) + ¢o]B —coA = 0. (6)

W przypadku podstawienia rozwigzan (4) do réwnania (3) otrzymamy zalezno$¢:
[Tuok? — pok?(v? — 2Uqv + Ug?) + ¢o|B — coA = 0, )

zatem uklad réwnan algebraicznych wzgledem amplitud A i B po spelnieniu ich
rozwigzaniami réwnan ruchu o postaci (4) przyjmie postac:

[E111k4 - Hlkzvz + Cq + Co]A - CoB =0 N
—CoA + [Tuok? — ugk?(v? — 2Uqv + Up?) + ¢o]B =0 . (7a)
Eliminujagc amplitudy fal A i B z ukladu réwnan (5), (6) (przyréwnujac do zera

wyznacznik powyzszego ukladu réwnan), otrzymamy réwnanie charakterystyczne,
wigzace predkos¢ fazowa fal v z predkoscia ruchu U, postaci:

[E111k4 - I.llkzvz + Cl + Co][E010k4 + I.lokz(vz - ZUOV + UOZ) + Co] - COZ (8)
=0

Eliminujac amplitudy fal A i B z uktadu réwnan (5), (7), otrzymamy:

[EiL k* — uk?v2 + c; + o] [Th? — ok (V2 = 2Ugv + Up®) + o]l — o2 =0  (9)
podobnie eliminujac amplitudy fal A i B z uktadu réwnan (5), (7a), otrzymamy:

[Eil k* — Tyk? — i k?v2 + ¢q + co] [co — Hok?(VZ — 2Ugv + Uy?) +

1
Co]_C()z:O. (0)
Po nplexclta=yevioym réwnania (8) i wprowadzeniu oznaczen otrzymamy:
2
1 € Co, ©Co
[Elllkz - I.llvz + ﬁ + ﬁ][EOIOkZ - MO(VZ - ZUOV + UOZ) + ﬁ] - F = 0 (8*)
Oznaczajac:
2 _ E111k2+,% 2 _ Eglok®+ag _ %
5= w0 So” = woo @o =%z .
E1l1k?+2
V2_2U0V+U02=(V_U0)2=V12, 512211’171600’
otrzymamy:
JUo) = [n(5:2 =v?) +a][(Se* =v?) +a] —a?=0, ay==, n="-
$:1(0,U0) = [n(8,* =v?) + a][(So” = s?) + o] — D= T o

Przyréwnanie do zera wyznacznika uktadu réwnan (5), (7) oraz uwzglgdnienie zwigzku
[Tk2 - Hokz(vz - ZUOV + UOZ) + Co] = Uy ([1.1 - Vlz + CKOZ) N
0

a takze dodatkowo sit wzdtuznych w torze prowadzi do réwnania charakterystycznego
0 postaci:

b1 (W, Ug) = [11(S2% = v?) + o] [1o(To? = v42) + ap] —ae? = 0, (10%)
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co
E1l k?-Ty+2a T T
L 2 2 2
wktérym S0 =——2 5§ =8°+2L, T,=—,
2 H1 2 1 H1 0 Ho

@ Ug) = [m(S2 =v) + i ][(Te? —vi?) + ] =2 =0, a; = Z_Z n = ﬁ_;
W przypadku modelowania pojazdu szynowego uktadem, ktéry stanowi strumien
swobodnych, gesto roztozonych oscylatoréw, réwnanie charakterystyczne przyjmie
postac:

b1, Ug) = [11(S2* = v2) + &y ] (—uovi® + @) —a,* = 0. (1)
Ostatecznie po przeksztalceniach i przyjeciu uprzednio podanych oznaczen otrzymamy:
&1, Up) = [n(5:2 —v?) + a][(So* =v12) +a] —a? =0, (12)
1w, Ug) = (S22 =v?) + ay|[(To? = v12) + ay] — a2 =0, (13)
b1 (W, Ug) = [m(S2% = v?) + ay|(muovi® + @) —a,* = 0. (14)

5 Analiza numeryczna zakreséw statecznosci

Analiz¢ stateczno$ci ruchu pojazdu szynowego przeprowadzimy na plaszczyznie (Uy,v)
predkos¢ ruchu pojazdu szynowego — predkos¢ fazowa fal w torze. Na plaszczyznie
tej mozemy latwo okresli¢ predkosci krytyczne, pomiedzy ktérymi wystepuje zakres
niestateczno$ci ruchu pojazdu. Z otrzymanych réwnan charakterystycznych, ktére sa
czwartego stopnia, 1 postaci rozwigzan (4) wynika, ze jezeli przy zadanej predkosci U,
wystepuja cztery rzeczywiste pierwiastki v, to ruch jest stateczny. W przypadku ruchu
niestatecznego wystepuja tylko dwa pierwiastki rzeczywiste, a pozostale dwa sa
zespolone parami sprzg¢zone, tj. przyjmuja postac:

(= v* +1g vo=v¥ -i€), (15)
z ktérych jeden spelnia warunek niestatecznosci, opisujac fale o amplitudzie
eksponencjalnie narastajacej w czasie.

Na przyktad na wykresach podanych na rysunkach 6 i 7 mozemy zauwazy¢, ze zakres
niestatecznos$ci ruchu wystepuje pomiedzy warto$ciami predkosci jazdy (ruchu) Uy,
i Uy,z. Typowy obraz plaszczyzny (predkos¢ jazdy, predkos¢ fal), (Upv),
charakteryzujacy oddziatywanie uktadéw ciagltych w ruchu wzglgdnym w przypadku
destabilizacji spowodowanej wzajemnym oddziatywaniem uktadéw ciaglych w
zaleznodci od relacji pomigdzy gestociami masy toru i pojazdu 77 =u/ly, zostat
przedstawiony na rysunku 6. Przyjeto, ze S; charakteryzuje sztywno$¢ toru v — predkos¢
fal w torze, v; — rdéznice predkosci fal i predkosci ruchu pojazdu (v-Up),
Sp  charakteryzuje  poprzeczng sztywnos¢ pojazdu i jego zawieszenia,
a f—wzgledng sztywno$¢ poprzeczna zawieszenia.
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Dynamika poprzeczna i statecznos$é uktadu modelujacego
oddzialywanie dtugiego pojazdu szynowego z torem

Ty =-4725145 S =063 B = 0.08 Sp=0075  n:=02 n:=04

Uggieey = 1.009

Ugdle = 0.939

Uakai=i0728

Ugoiry = 0.709
qv) -

81 (v)

Rys. 6. Obraz plaszczyzny predkosc ruchu - predkosc fazowa fal (Uy,v) w przypadku
duzych sit sciskajgcych szyny, pojazd o sztywnosci Sy i dwdch wartosciach n
Udziat sit wzdtuznych w szynach T; w sztywnosci toru charakteryzuje parametr S,’
wyrazony jazdu y,/ly=n — zwigkszony dwukrotnie zwicksza pierwszg predkos¢
krytyczng o okoto 24%, a druga wzorem S,’=S 12+T1/,u1, jego odpowiednikiem w
pojezdzie jest struna napinajaca oscylatory Ty = (7T/iy). Przypadek nastepny dotyczy
Sciskajacego naprezenia w szynach i braku napigcia w pojezdzie Ty= (7/14y)=0.
Jak wida¢ z przedstawionych wykreséw na rysunku 7, w przypadku bardzo duzej sity
wzdluznej, bliskiej spowodowania wyboczenia toru, pojazdu o poprzecznej sztywnoS$ci
Sp=0, iloraz gestosci masy toru i po- predkosé krytyczng o okoto 11%.
W przypadku wykreséw o identycznej wartosci sity wzdluznej i braku sztywnos$ci
poprzecznej pojazdu Sy=0 zwigkszenie dwukrotnie ilorazu gestosci masy toru do
gestosci pojazdu i /1y =n , zwigksza pierwsza predkos¢ krytyczng o okoto 14% a drugag
predkos¢ krytyczng podobnie jak w poprzednim przypadku o okoto 10,5%.
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Ty = -472.5145 S; = 0631 B = 008 ni=02 =04
15T
2T
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Rys. 7. Przyktadowy obraz ptaszczyzny: predkosc ruchu, predkosé fazowa fal (Uy,v)
w przypadku uprzednio przyjetych wartosci parametrow oraz sztywnosci Sy=0

W przypadku braku sztywnosci pojazdu szynowego S,=0 i uprzednio przyjetych
warto$ci pozostatych parametréw obraz ptaszczyzny (Uy,v) przyjmie ksztalt podany na
rysunku 7. W przypadku zmniejszania wartosci $ciskajacej sity wzdtuznej o okoto 15%
predkosci krytyczne istotnie wzrastaja. Widzimy, ze warto§¢ predkosci krytycznej jest
dwudziestokrotnie wyzsza, a zakres niestatecznosci mniejszy anizeli w uprzednio
rozwazanym przypadku.

Zakres niestatecznosci zalezy gtéwnie od parametréw sztywnosci toru E;I;, sztywnosci
podtoza c;, sztywnosci poprzecznej pojazdu, sztywno$ci poprzecznej jego zawieszenia
cooraz od gestosci masy toru i pojazdu 4 ; ity (m).

W przypadku, gdy przyjmiemy model pojazdu przedstawiony na rysunku 2, w ktérym
zatozymy brak sztywno$ci poprzecznej pojazdu, tj. Eyl, = 0, natomiast uwzglednimy
site naciggu T, ksztalt ptaszczyzny predkosci fazowej fal w funkcji predkosci ruchu
pojazdu moze przyja¢ ksztaltt podobny jak w przypadku pojazdu wykazujacego
sztywnos¢ poprzeczna, przypadek podany na (rys. 6).

Widzimy, ze w tym przypadku, tj. sil $ciskajacych szyny, wystepuje istotnie mniejsza
predkos¢ krytyczna Ugy,; przy nieznacznie zmieniajacej si¢ warto$ci krytycznej konca
zakresu niestatecznosci Uyy,,. Potwierdza si¢ rowniez, intuicyjnie, oczywisty wniosek,
7ze zmniejszenie sztywno$ci poprzecznej pojazdu powoduje istotne zmniejszenie
warto$ci predkosci krytycznej. Zwigkszenie zakresu niestatecznosci ruchu pojazdu
SZynowego nie jest juz intuicyjnie oczywiste.
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Dynamika poprzeczna i statecznos$é uktadu modelujacego
oddzialywanie dtugiego pojazdu szynowego z torem

Ty = —400 Sp = 19444 B = 0.08 n=02 Iy =0.159
207
1991
198+
197+ /
— Uger = 19.667
19.61 Ugr = 19.631
0:1:{\"
—
1951
194+
1931
19.2
19.11
19 | - | } | | | . |
l9 1901 192 193 194 195 196 197 198 199 20

Rys. 8. Obraz ptaszczyzny (Uy,v) w przypadku o ok. 20% mniejszej sity sciskajgcej
tor (szyny T,) i napiecia pojazdu sitg T,

Analiza numeryczna przypadku, gdzie tor jest Sciskany lub rozciggany, ktéra ma na celu
ocen¢ wplywu sity wzdluznej w torze (w szynach) na stateczno$¢ oddziatywania
pojazdu z torem potwierdzita oczekiwania. Dalszg analiz¢ ograniczymy do przypadku,
w ktérym pojazd jest modelowany tylko uktadem ggsto roztozonych oscylatoréw, t;j.
przypadkiem, gdy Eyly =0 , badajac napiecia pojazdu 7>0.

6 Zakonczenie 1 wnioski

W opracowaniu przedstawiono analiz¢ oddziatywania dlugiego pociggu z torem
i statecznosci jego wzglednego ruchu, ktére w sposéb przyblizony moze opisywac
wezykowanie dynamiczne.  Podejscie takie stanowi alternatywne modelowanie
zjawiska wezykowania pojazdu szynowego. Bardziej adekwatne wyniki otrzymuje sig,
uwzgledniajac  nieliniowo$¢ oddzialywania pojazdu z torem (uwzglednienie
stozkowatoSci kot 1 oddzialywania obrzeza). Nieliniowo§¢ oddziatywania jest
przedmiotem badan, ktérych wyniki beda podane w nastepnym etapie.

13



Roman BOGACZ, Jarostaw SENKO

Ty= & - dmill B - G0 G- 0075 po 0l

o

U K=

5 T .3 AN R EEETEELE] N s

Rys. 9. Przyktadowy obraz fragmentu ptaszczyzny (Uy,v) przy T;= 0 i wybranych
wartosciach pozostatych parametrow

W podejsciu liniowym wskazano na parametry charakteryzujace predkosci krytyczne jako
granice zakresu niestateczno$ci wzglednego ruchu ukladu pojazd-tor, a celem nastgpnej
publikacji bedzie wynik analizy z uwzglednieniem tlumienia i wyznaczenie cykli
granicznych uktadu.
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Summary

The aim of the paper is connected with dynamic analysis and the stability of mechanical
system composed of elastic track (two Bernoulli-Euler beams on an elastic foundation)
and of rail vehicles. Es first approximation we neglect the damping and the effect of
nonlinearity. It is assumed that the train is moving with a constant speed U,. The rail
vehicle dependend on stiffness is modeled by a beam or a system of densilt distributed
oscilators connected by a string. The particular case of the rail vehicle is described by
the beam with the stiffness approaching to zero. In the reality the rail vehicle dynamics
is described by a vertical-lateral system, but regarding safety the lateeral stability seems
to be more important as the vertical case.

Keywords: stability of motion, vehicle dynamics, critical speed

Lateral dynamics and stability of the system
modeling the interaction of a long rail vehicle
with the track

Streszczenie

Celem pracy jest analiza dynamiki i stateczno$ci ukladu mechanicznego zlozonego
z podatnego toru modelowanego dwoma poduktadami cigglymi oraz pojazdu
szynowego. Tor jest modelowany dwiema belkami Bernoulliego—Eulera na sprezystym
podtozu o zadanej sprezystosci ¢;. W pierwszym przyblizeniu przyjeto brak ttumienia
i zatozenie o liniowosci oddzialywania poruszajacego si¢ ze stala predkoscia U, pojazdu
szynowego wzgledem toru. Pojazd szynowy w zaleznosci od sztywnosci modelowany
jest belka lub uktadem gesto roztozonych oscylatoréw potaczonych napigta struna.
Przypadek szczegdlny stanowi pojazd modelowany belka o sztywnosci gigtnej dazacej
do zera.

W rzeczywistosci uklad mechaniczny opisujacy dynamike oddzialywania pojazdu
szynowego z torem stanowi zlozony uktad przestrzenny. Badania zwykle ograniczane
sa do plaszczyzny pionowej. Pod wzgledem bezpieczenstwa badania dynamiki
poprzecznej ukltadu wydaja si¢ bardziej istotne anizeli badania w plaszczyznie
pionowej. Zaktadamy, Ze si¢ one istotnie uzupetniaja.

Stowa kluczowe: stateczno$¢ ruchu, dynamika pojazdu, predkos$¢ krytyczna
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